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DEUXIEME PARTIE. 



LIVRE PREMIER. 

COMPLEMENT DES ELEMENTS D'ALGEBRE. 



•V, 

'0 



f ^n i. Nous comprenons sous le titre de CampUment des ilements 

z^ d'algebre, les notions sur les s6ries el leur convergence, le d6ve- 

*;^'^ loppement de la formule du binome et ses applications, la 

.. tb^orie alg^brique des logaritbmes et la rteolution des Equations 

exponentielles. 



GHAPITRE PREMIER. 

DES SERIES. 

'S L Notions pr^Iiminaires. 

2. DEFINITIONS. Une serie est une suite illimit^e de quantitcs 
qui se succ^dent suivant une loi d^termin^e. Ges quantitcs sont 
les termes de la s6rie. 

Nous repr6senlei?ons les termes d'une s6rie par Wq, ui^u% 

Uh,-* • On dit que u» est le terme general : sa valeur d^p^d de 
Alg. sp. B. 1 ^ 
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celleden, etyeny donnant&nlcsvaleurssucccssivcsO^ l>2y-..«i 
on obtient les divers termes. 

On dfeigne par S» la somme a1g6brique des n premiers termes 
de la sirie ; de sorte que Ton a : 

5. SifiRiES coNVERGENTES ou DIVERGE NTES. On dil qu'une s^flc 
est ccmvergente, lorsqu'il existe une limite finie dont la somme 
S» s'approche ind^finiment, k mesure que n crolt inddfiniment. 
La limite S, vei^s laquelle elle lend, se nommc la somme de la 
s6rie. 

Si, au contraire, la somme S» ne tend pas vers une limite fixe, 
la s^rie est dite divergente. Une s^rie divergente ne repr^sente 
rien, et ne pent 6lre d'aucun usage en analyse. 

4. ExEMPLE. Une progression par quotient est une s^rie con« 
vergentCy lorsque sa raison est moindre que Tunit^. On a vu 
(1, 370), en efifet, qu'en supposant q moindre quel, la somme 

»+fl9+^*+^9'+' • • • +^3"+- ... 

s*approche indifiniment de la limite d^tcrmin^e 73- • 

Une progression g6om6trique ind^finie, dont la raison sur- 
passe runit6, est divergente. Car la somme de ses termes crolt 
ind^flniment avec leur nombre. 

8. Remarque. Pour qu'une sirie soil convergente^ il faut qu'h 
partir (Tun tenne suffisamment iUngrU^ h terme. un tende vers zero^ 
quand n augmente indifiniment. En cffel, si une s6rie est conver- 
gente et a pour limite S, on peut prendre n assez grand, pour 
que les sommes S„, Sn+i, S„+j diff(!;renl de S aussi peu que Ton 
voudra. Les differences Sn+i — S„. Sn+j — S«n, sont alors aussi 
petiles qu'on le veut. Or Sn+i— Sn = w«, Sn+i*-Sn+i •-= w»+i. Done 
les termes w», t/n+i tcndcnt vers z6ro. 

Mais cette condition nicessaire riestpassuffisante. Pour le prou- 
ver, nous aliens faire voir que la s^rie, dite harmonique^ 

. 1 . 1 I 1 I I ^ . 

[11 l + 2"l-5 + 4 + ---+n + ----* 
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dont Ics termcs diminuent ind^finiment, est cependant diver- 
gcnlc. Et, en cffef, si Ton groupe les termes de la mani^re sui- 
vante: 

on reconnatt que chaque partie, renferm^e entre parentheses, 
est plus grande que ^> car la dernlfere, par exemple, contient 

n termes^ tons sup^rieurs ou au moins ^gaux ^ o" ^^ '^ ^^^^ se 

compose d*une infinite de groupes scmblablcs ; il est done Evi- 
dent que la somme peul d^passer loute limite assignee. 

6. CARACXilRE G^N^RAL DES SERIES CONVERGENTES. Le CaraCtferC 

d'une sferie convergenle consistcdans la condition suivanle. 

Pour qu'une sirie soil convergentey il faut et il suffit qu'onpuisse 
pr£ndre dans la sirie un nombre n de lermes assez grand a parWr 
du premier^ pour que la somme des p suivaiUSy 

[a] U„ -f- Un^i + Un+2 + + «ft^p-f , 

soitj quelque grand que soil p, inferieurey en valeur absolue^ a une 
quanliie donnie, si petite qu*elle soit, et tende vers ziro^ quand n 
CToU indefinimsnt. 

La condition est n^ccssnire : car, si la s^rie est convergente, 
on peut donner a n unc valeur assez grande, pour que, quel que 
soit p, les deux sommes S^ et Sn+p different de leur limite com* 
raune S aussi peu qu*on voudra (3) : leur difference, c*est-Ji-dire 
la somme [a], est done, pour celte valeur de n, inKrieure, en 
valeur ahsolue> k un nombre donn^, si petit qu*il soit; et elle 
tend vers z6ro, quand n crolt ind6liniment. 

La condition e§t suftisante : car, si elle est remplie, on peut 
choisir pour n unc valeur d6lermln6e n' assez grande, pour que 
la sommoj 
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soit, en valeur absolue, inKrieure, quelque grand que soil p, 
k un nombre donn6 «, si petit qu'il soit ; par suite, pour celte 
valeur n', la somme [b] 6tant comprise entre — aet-fa, la 
somme S,'+, est comprise entre les deux nombres fixes Sn* — a 
et S,»'+«* Et, cela ayant lieu pour toule valeur de p, il est Evi- 
dent que, povr toule valeur de n, plus grande que n', la somme S„ 
sera comprise entre les mimes limites, et ne pourra pas crottre inde- 
finiment avec n. D'ailleurs, si Ton donne k n' des valeurs de plus 
en plus grandes, la somme [b] tend vers z6ro ; les deux nombres 
Sn' — a, S»'+a se rapprochent, par suite, ind6(iniment Tun de 
Tautre; la somme S^ a done une limite finie et d^termin^e. La 
s6rie est convergente. 

7. Remarque. II n*est pas toujours facile d*appliquer le ca- 
raclfere g6n6ral qui pr6c6de, et de decider si une s6rie est con- 
vergente ou divergente. Un des proc6d6s les plus 6I6mentaires 
cofisiste k comparer la s6rie propos6e k une aulre s6rie que Ton 
sait^tre convergente ou divergente; cette comparaison conduit 
k quelques regies qui permeltent de prononcer dans un grand 
nombre de cas. Nous nous occuperons d'abord des series dont 
tons les termes sont positifs. 



§ II. Des series a termes positifs. 

8. ThjSoreme I. Une serie, a termes positifs j est convergente, 
lorsque^ dpartir d'une certaine limile, le rapport d'un terme an pre- 
cedent est constamm^eiit moindre qu'un nombre fixe plv^ petit que 
Vuniti : U ne suffirait pas qu'il fUt constamment moindre que 
funite. 

La serie est diver genie j lorsque, aparlir d*une certaine limilc, le 
rapport est plv^ grand que Vunite. 

!• Consid6rons la s6rie, 
et sUpposons qu'^ paitir du terme u^y le rapport d'un terme au 
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prdc^^dent sent constamment plus petit qu'un nombre fixe k iii- 
f^rieur k Tunit^ ; nous aurons : 

On deduit ^videmment de ces in6gali(6s : 

en sorle que les termes de la s^rie propos6e, k partir de !/«» sont 
inoindres que ceux de la progression g^om^trique d^croissante, 

il est done impossible que leur somme croisse sans limite. Lors 
done qu'on prendra un nombre de lermes de plus en plus grand 
dans la s6rie propos6e, la somme, qui va sans cesse en aug- 
mentant, puisque tous les termes sont positifs, ne pourra ce- 
pendant pas surpasser tout nombre donn6. II est, d6s lors, Evi- 
dent qu^elle a une limite, pr6cis^ment 6gale au plus petit des 
nombres qu'elle ne pent surpasser. 

2* Si, ft partir d'une certaine limite, le rapport d'un terme au 
pr6c6dent est plus grand que Tunite, il est fivident que les ter- 
mes vont en croissant, el que, par suite, leur somme augmente 
sans limite. La s6rie est done divergenle. . _ . . 

Remarque. La demonstration pr6c6dente serait en dfefaut, si 
Ton avail : /& = 1 . Dans ce cas, il y aurait doute ; et la s6f ie pour- 
rait 6tre convergente ou divergente, comme on va le voir par 
des exemples. 

0. Comment on applique ce xH^ORiME. Ordinaireinent le rap- 
port d'un terme au pr6c6dent converge vers une limite /, quand 
n crolt ind6finiment. ^ 

Si I est inferieur a Vunitd, on p^t cboisir arbilrairemenl, entre 
lei 1, un nombre d6lermin6 k. Puisque le rapport tend vers /,^ 
da pent prendre n assez grand, pour que ce rapport soit con- 
stammenl inferieur k k, qui est plus petit que 1. La sirie est done 
convergente 
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Si l^t plus grand que Tunitij on peut encore choisir arbitrai- 
rement, entre l et l, un nombre d^lermin^ ft; et le rapport; se 
rapprochant ind^finiment de ly fiiiira par dcvenir constamment 
plus grand que ft, qui est sup6rieur k Tunil^. La sirie est done 
divergente. 

Si l=\^ il y a doute; et le th^or^me I est insuffisant, pour per- 
nietlre de prononccr sur la convergence ou la divergence de la 

sine. Cependanty si le rapport -^ finit par itre toujours au- 

I'n 

dessus desa limite 1, la sirie est divergente; car alors les tonnes 
flnissent par aller toujours en croissant; et, comme ils sont tons 
positifs, leur somme peut devenir plus grande que toute quan- 
tity donnie. 

10. Limits de l'erreur commise. La demonstration du th6o- 
rime I fak connultre une limite de Terrcur que Ton commet, 
lo.rsque Ton s'arrfile, dans la sommation d*une siric conver- 
gente, k un terme d'un certain ordre. Stipposons, en efTet, qu*& 
partir du tenne Uu le rapport d'un terme au precedent soit 
constamment plus petit qu'un nombre ft inr^rieur k I'unit^; Ics 
termes li^+i, Vi+i, Uu^,... seront (8) respectivcment moindrcs 
que ftt/i, khtiy h^ut, . . . ; et par suite, la somme des termes que Ton 
neglige, quand on s'arr^te k i/^.i, sera moindre que Ut+kut 

4-ftH/<+i.*w<+«*«> ou que - ' . Ainsi, en d6signant par t 
ft 1 — ft 

Terreur coinuiise, on a : 

Ui 



«< 



11. EzxHPLES. 1"* Soit la sirie : 

p] l+Y+iTi+TTlTS"*"!. 2.3.4+' •' +1.2.3... .n+"'* 

Le rapport du (n+l)"*termeauprdc6dent est-; sa limite est 

2(ro, quand n ci olt indifiniment. La s6rie est done conver- 
gente. 

Si Ton s'arrCtc au terme t-t-t :, le rapport de I'un quel- 
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conque des terines qui le suivcnt au pri^c^deirf est toujours infd- 
ricur k -r^rr; on peut done prendre fc =73^-7 ; et Ton trouvc, 
pour Terreur commise : 



«< 



1.2.3....iV + i/ 



2* Si Ton consid^re la s£rie harmonique [1] (n* it), le rapport 

du n** terme au pr^c^dent est -^ ou (l — Vilest toujours 

plus petit que 1; mais sa limite est 1, quand n crott ind£Gnt« 
ment. II 7 a doute; mais on a d6montr6 (8), par un proe^dA 
parlieulier, que la s^ie est divergente. 

3» Soil eneore la s6rie : 

(n — n* / i\» 
le rapport du n^ terme au pr^e^dent est ^, ou f 1 — j : 

et sa limite est eneore Tunit^. Le tli£or&mc I ne nous apprend 
done ricn. Mais, que Ton groupe les ternics de la maniire sui- 
▼ante: 

» + (^+3-.) + (i+5-« + g^ + 7«) 

c*cst-&-dire,de telle sorte que chaque groupe commenee par qh 
terme dont le d^nominateur est une puissance de 2 ; la valeur 

du premier ^Toupe sera plus petite que 2 (ois-^ou que -; cellc 
du second sera moindre que 4 fois-,, ou que -; celle du troi- 
si6me sera inftSrieure k 8 fois rr, ou ii ^ ; et aiiisi de suite. La 

o o 

SDmmc dcs termes de la scric est done moindre que cello dos 
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» 

termes de la progression dfecroissante l+o+r + o + '^-'Lo 

s^rie est done convergente. 

12. Gas ou la s^rib est ordonn^e par rapport aux puis- 
sances d'une variable. II arrive souvent qu'une s^rie est or- 
donn^e par rapport aux puissances enti^res et croissantes d'une 
variable x. Si le terme g6n6ral u» est £gal k kncc^^ le rapport 

-^ sera igal k —^ x; et, si Ton d^signe par I la limite vers la- 

A 
quelle tend le rapport des coefficients-~i^9 quand n crott ind^- 

finiment^ le rapport des deux termes aura lui-m6me pour limite 
Ix. La s^rie sera done convergente, si Ton a (0) : 

te<l, ou a?<j. 

Ainsi la s£rie sera convergente, tant que x sera plus petit que 
p et divergente, quand 0? sera >r.Ily aura doute, si Ton donne 

it ^ la valeur 7. 
ExEMPLES. l"" La s^rie 

W 1 +1 + 1:2 + i:2r3 + - ••• + !. 2. 3....n+--*- 

a 

a pour coerficients les termes de la s6rie [2] ; le rapport des 

A 1 

coefficients -f^ est done 6gal h -, et sa limite 1 = 0. La s6rie 
A« "^ n 

est done convergente pour toute valeur de x inf6rieure d-, 

c*est-2i-dire quel que soit x. 

£• La s6rie 

t^l T + T+3+r+---- +n + 



• • • • 



a pour coefficients les termes de la s£rie harmonique [1]; le 
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rapport des coefficients est done (l — j, el sa limite est 1. La 

s6rie est done convergente pour loule valeur de x plus petite 
que 1, et divergente pour toute valeur de x plus grande que 1. 
II y aurait doute, pour x=l : mais nous savons (5), qu alors la 
86rie est divergente. 

i3. TheorIime II. Une sirie^ h termespositifSy dont le terme g6^ 

■ i~Tr- 

nircU est u», est convergente^ lorsque y Un est^ pour une certaine va- 
kur de n, et pov/r toutes les valeurs plus grandes, plv^ petit qu'un 

nombre fixe k, inferieur a Vunite. Elle est divergente^ lorsque \/un 
est constamment plus grand que Vv/nit6. 

1* Si, k partir d'uhe certaine vaieur de n, on a constamment 
\lun<K ^^ ^^ d^duit les in6galit6s suivanles : 

en sorte que les termes de la s^rie propos6c, k partir de Un> sont 
uioindres que ceux de la progression g6om6trique d^croissante 

On en conclut comme au n"" 8, que la s^rie est convergente. 

2" Si, au contraire, k partir d'une certaine valeur de n^'sjul, 
est constamment supdrieur k Tunit^, il en est de m6me de u^ ; 
par suite les termes vont en augmentant : et leur somme peut 
d^passer toute grandeur donn^e. 

Remarque. La demonstration est en d^faut, si A;=l. Dans 
ce cas, il y a doute ; et Ton ne peut affirmer^ en g^n^ral, si la 
s6rie est convergente ou divergente. 

14. Comment ON applique le TH^ORfeME. On prouve d'ailleurs, 

comme au n° 9, que si sju^ tend vers une limite I plus petite 
que 1, la s6rie est convergente ; que si I est sup6rieur k runit^, 
la scrie est divergente ; et qu*il y a incertitude dans le cas oix 

1=1. Cependant si sjui finit par 6tre constamment au-dessus 
de sa limite 1^ la s^rie est divergente. 

15. Limite de l*erreur commise. Dans le cas od la s^rie est 
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convergcnte, la d^monslration pr^c^dente fournit unelimitede 
rcrreur e que Ton coinmet, lorsqu*on s'arr£te h un terme t^. 
On a ^videmment : 

I 

^ • I 

k £tant une limite sup6rieure de V^^* 

16. Remarque. Les lim^tes dont les deux th£or6mes I et 11 
font d^pendrc la convergence sont n^cessairemcnt ^gales entre 
cllcs. 

Soit en cflet !a s^rie 

«• + t'i+«f+ .... +w»+ • • • • 
ct limI^ = A, 

dans la s£rie 

le rappoi I d*iin termc au pr^c^dent a pour liniile fc«, et par con- 
sequent die est convcrgente ou divergente suivant que x est 

plus petit ou plus grand que r, nnais la racine n"' de terme ge- 
neral UnX^ a pour limile k'x, et par consequent en vertu du 
theoreme II, elle est convergente ou divergente suivant quen 

est plus pelit ou plus grand que r» les deux r^sultats ne peu- 
vent s'accorder que si k est ^gal h K. 

17. Th^orjime III. Si les termes d'um sirie^ 

vont constamment en diminuanty a partir du premier, cette sirie 
sera convergente ou divergente, en meme temps que la sirie, 

«|-f- 2tti 4 4i^3-|-8w7 4- 16"ii+ * • • • 
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En effcr, supposons d'abord la premiere s^rie convergente. 
On a ^videniment les relations : 

kUi <2i/j + 2i/8, 
Sn, <2t^ + 2y5 + 2t/e-f 21^7, 
16w,5 <2l/8-|-2l/,+ 2l/,o+.^. +2w,5, 



Si Ton ajoute, mcmbrc k mcmbrc, ces in(galil6s, on a : 
M, + 2tii + 4t/8 + 8W7 + 1 7ui$ + . . • . 

<Uo + 2tii+2Ua+2w8+2w4+.-.* + 2Wi3+»*»f 

done la somme d*un certain nombrc de termes de la seconde 
s£rie est plus pciite quu le double dc la somnic des termes de la 
premiere, terminus au terme de mtme indice. Or, cellc-ci est 
convergente, par hypoth^i^e; done la seconde Test, k plus forte 
raison. Done la convergence de la premiere entralne celle de la 
seconde. 

Supposons mainlenant que la premiere s£rie soit divergente. 
En gioupant les termes d'une autre mani^re, ona ^yidemment: 

w,=u„ 

2lii>Wi + M8, 
4fis>W8+t/4 + Wl+Vi, 
8U7>t*7 + ti» + t/|+ +W,4, 



d'od, en ajoutant membre k membre, 

Vo + 2w4 + 4i^j + 8i(74-... . 

Ainsi la somme d'un certain nombre de termer de la seconde 
s^rie est plus grande que la somme des termes dc la premiere, 
termindsau terme dlndicc double. Or eclle-ci croil indefinimcnf. 
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par bypoth^se : done la seconde est divergente. Ainsi la diver- 
gence de la premiere entraine la divergence de la seconde. 
G*est ce qu'il fallait d^montrer. 

18. Applications. Prejions, pour la premiere s^rie, la sui- 
vante : 

[6] 1+ ^+^.+7?+- • • • +iji+- •• • ; 

la seconde sera : 

Or cette derni^re est une progression g6om6trique, dont la 
raison est 2*-».Donc elle est convergente, si a est plus grand que 
Tunit^; elle est divergent^, si a est egal ou inf^rieur ti Tunit^. 
Doric la premifere s6rie est convergente, si «> 1 ; et divergente^ 
si a'^l. 

Nousavons d&\k obtenu ces r^sultats pour la s^rie [l] oiia=l, 
et pour la s6rie [3] oil a=2. 
Prenons pour la premi6i e s^rie, la suivantc : 

^'^^ ^^■2(log2)*+ 3(iog3f+4(log4)*^"* • • • '^ n{[osn)^'^' * • • 
La seconde sera : 

^^"(iog2)^"^(log4)«"^(log8)»"^* ••'"'■^Ogi^*"^"** 

ou, en remarquant que (log 2'*)*=ffr*(log2)% 

Or la s^rie, renferm^e entre parentheses, n'est autre que la 
s6rie [6]. Done elle est convergente, si a est plus grand que 1 ; 
et divergente, si a est 6gal ou inf^rieur & 1. II eh est done de 
m(^me dela s6rie [7]. 

10. Remarque. II n'est pas nicssaire, pour appliquer le 
theoreme III, de commencer la seconde s^rie par le premier 
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terrae delapremifere : car la convergence d'unes^rie ne dfepend 
que de ses termes ^loignte. Ainsi^Iaissant dec6t61esi premiers 
termeSy on consid^rera les deux series : 

elles seront convergentes et divergentes ensemble. 

20. TnioRliME IV. Une serie^ a termes positifs, est convergente, 
lorsque^ a partir d'un certain termey le rapport du logarithme de 

— au logarithme de n est constamment plus grand quun nombre 

fixe k, superieur a I'unite. Elk est divergente^ si le rapport est con- 
stamm^nt plm petit que V unite. 

l» Si le rapport de log — i log n est constamment plus grand 
que ft, il en r^sulte que I'on a : 



Jog— > ft log n, ou log— > log n*; 



ety par suite. 



— >n*, ou Un< -fc • 

u^ n* 



Les termes de la s6rie propos^e sont done, k partir de ti»9 plus 
pelits que les termes correspondants de la s6rie 



n*' (n+l)* ' (n+2)' 

or cetle dernifere est convergenle, puisque ft est plus grand 
que 1 (17). Done la s6rie proposeeest aussi convergcnle. 

2** Si, au contraire,le rapport, k parlir de w», est constamment 
inKrieur a I'unit^, on en conclut : 

Un. Urn Tl 
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Lcs termes de ]a s^rie proposte 5ont done, h parlir de u», plus 
grnnds que ccox dc la sifie 

n'^n-hl'^n+2"^--*-* 

laquclle est diYergcnle (5). La sine propos^e est done diver- 
genie. 

Comment on applique lb theor^ime. Si, comme cela arrive 

le plus ordinairement,le rapport de log — ^ log n converge vers 

une limite Ij on prouvera, comme au n* 0, que la serie est con- 
vergenle, quand / est sup<6rieur k Tunit^; qu*elle est divergente, 
quand I est inKrieur Si 1 ; et qu'il y a inccrlitude dans le cas ou 
1=1. Cependant, si le rapport finissait par £tre constamment 
inf^rieur k sa limite 1, la sirie serait divergente. 

21. Remarques. Tellessont les regies les plus il^menlaires, k 
I'aide desqnelies on se prononce sur la convergence des s6ries k 
tertties positifs. U en cxiste d'autres, que nous n'avons pas k ex- 
poser ici. Nous ferons, toutcrois, lcs deux remarques suivanles, 
qui trouvent fr^quemment leur application. 

!• Si une sdrie, dont tons les termes sont positifs ^ est convergentej 
elleleseraencorey quand on multiplier a Urns ses termes parunmeine 
nambre quekonquej ou, mime par des nombres differenls^ pourvu 
qu'ils solera finis. 

Ell cffet, si Ton peut prendre n asscz grand, pour que la 
somme 

soit) quelque soil py aussi petite qu'on le veut, et tende vers 26rn, 
quand n augmenlc ind^fjriiment (6), il en sera de mftine de la 
somme 

puisqu'elle est inf^rieure k la somme 

A(W|, + t/H+l + W„^+«. • . +Wn4ii-i), 

dans laquellc A est le plus grand des coefflcients inlroduits 
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2« Si Von a une sirie convcrgente, 

*^o+Wi+<^+w» + -* • • +^n+* • • • » 
el qu*une autre sMe^ ^ 

soU telle, qu*a partir du terme (Tun certain rang i, on ait constam- 
ment : 

cette seconde sirie est aussi convergente. Gar , si Ton multiplie la 

prcmifere par—, nombre fini, on obtient une nouvelle s^rie 

qui, d'apris la premiftre remarque, est encore convergente. Or, 
h partir du terme v*, les termes de cette nouvelle s6rie, 

Vi + v.-r — r^i-T: — [-•••> 

Ui Ui 

sonl plus grands que les lermes correspondants de la seconde, 

t?< +v^+i 4-^^+1 +•••• 
Done cette demi&re est, k plus forte raison, convergente. 

S III. Des series dont tous les termes ne scut pas positifs. 

22. Th^or^sie I. Lorsqu^une sirie n*a pas tous ses termes de 
mime signe, it suffit pour qu'elle soit convergente ^ qu'elle le soit 
quand on donne le mime signe {-{-par exemple) a tous ses termts. 

En elfet, puisque la sirie k termes positifs est convergente, 
on pent prendre pour n une valeur i assez graude , pour qu'^ 
partir du terme Ui, la somme des p suivants soit aussi petite que 
Ton voudra, et tende vers ziro, k mesure que i crott [6]. II en 
sera done de mime, St plus forte raison, de la somme alg^^brique 
desp termes correspondants de la sirie proposie, puisque, Oans 
la premiere tous les termes s'ajoutent, ct que, dans la seconde, 
lesuns s'ajoutent, et les autres se retranchenti Done la sirie 
proposie [6] est convergente. 
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On pourra done appliquer k ces nouvelles series les r&gles de 
convergence donn^es pour celles dont tons les termes sont posi- 
tifs , et determiner de m^me ime limite de i'erreur que Ton 
commet en s*arr6tant k un terme de rang que* que. Mais il 
pent arriver qu*une s^rie, dont les termes ne sont pas tous posi- 
tifs, soit convergente, et qu'elle devienne divergente, quand on 
donne le m6me signe k tous ses termes. II est done utile de doh- 
ner des regies sp^cialement applicables k ee cas : nous nous 
bomerons k la suivante. 

23. ThiSoreme II. Si dans une serie^ les termes sont aUernative- 
ment positifs et negatifs, et quHls decroissent indifiniment^ la serie 
est convergente, 

Soit, en effet, la s6rie : 

T 
W« — Wi + Wj — tij-fw* — +Un — Un+i + U^i—. ..., j 

dans laquelle les termes Kq, Ut^ Ut.. . • vont toujours' en dimi- j 
nuant, de telle sorte que' chacun soit plus petit c(ue le pr^cMent, 

et que ti» puisse devenir aussi petit qu'on le voudra, si n est '^ 

suffisammenl grand. o 

Nommons Sq, Sj, St,.... Sn,.... les diverges sommes qu'on ^ 

obtient, enarrtilaut la s6rie successivement , au terme Wo, au e 

termewi,au terme Wj,. ... au terme Wn.Repr^sentons ces sommes i! 

( 



Si Ss S5 S7 S Sg Sj S4 Si Sq X I 



La premiere, So, sera repr&ent6e par OSq. La seconde, Si^ 
6tant 6gale a u^—Ui, est plus petite que S,; reprfeen tons-la 
par la longueur OSi. La troisifeme, Sj, 6tant 6gale k St+t/j, 
est plus grande que S4 ; mais elle est plus petite que So; ear , 
pour la former, i So on a ajoute — Wi-f Wj, quantit6 negative : 
elle sera done repr6senl6c par OSj. La qualri^me, Sj, i^tant 6gale 
^ Sa — W|, est plus pelile que Sj; mais elle est plus grande que 
Si ; car, pour la former, i Si on a ajout6 tij — Wj, quantity posi- 
tive : nous la reprdsentons par OS,. El ainsi de suite. D'apres 
cela, les sommes Si, Sj, Sj,. . . . formcnt une s6rie croissante, el 
les sommes, S„ Sj, S4,. .. . forment une s6rie dteroissanle. D'ail- 
leurs les termes de la premiere s^rie n'augmentenl pas ind6fi- 
niment, car ils sont tous plus petils que les divers termes de la 
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secoiide; cela r^sulte de la loi m6me de leur formation. D&s lofs, 
ilest Evident quetes termes ont une limite, qui est pr6cis6ment 
le plus petit des hombres qu'ils ne peuvent pas d^passer. De 
mfime, les teifjofesule la s6rie d^croissaute, S,, S^, S^f. ... ontune 
limite; car ils i^ont plus grands que chacun des termes de la 
s^rie croissante ; et cette limite est le plus grand^ des nombres 
auxquels ils restent eonstamment sup6rieurs. Enfin, ces deux 
limites sent les m6mes ; car on a : 82* — Sfn-i = Wm-; et, par con- 
s^quenty la difference entre deux termes correspondants des 
deux series k indices pairs et impairs, peut devenir aussi petite 
que Ton voudra. II y a done, sur la droite OX, entre les extr6- 
mit^s des longueurs qui repr^sentent Ssn-i et Sj^, une distance 
qui diminue ind^finiment, quand n augmente indetiniment; de 
sorte que ces extr6mit6s se rapprochent ind^finiment d*un 
point S, qui est leur limite commune. La longueur OS repr^sente 
la somme de la s^rie. 

24. Limite de L'ERREtJR gommisb. Verreur que Von commet^ 
lorsqiie Von s'arrite a un terme u*-i, est moindre que le terme m- 
vant etde mhne signe que lui. En effet, la somme S de la s6rie est 
6videmment comprise entre S*-i et S*. Done Terreur commise, 
en prenant S| pour valeur approch^e de S, est moindre que la 
difference entre S< et S<-i, laquelle est dz w<. Les valeurs appro- 
ch^es, que Ton obtient en consid^rant un nombre de termes de 
plus en plus grand , sont done alternativement trop grandes et 
trop petites : mais Terreur est, en valeur absolue, moindre que 
le premier des termes que Ton neglige. 

&S. ExEMPLE. Soit la s^rie : * 



/yt% /y»8 /*»4 /if»8 /)r»S** /ir»JW+l 

[8] ^—K+r—r+T--" •-!;:; + 



2 ' 3 4 ' 5 2n ' 2n+l 



• • • • 



Le rapport d'un terme au precedent est , en valeur absolue, 

0?; et sa limite est x. Done la s6rie sera convergente (9 et 

22), si la valeur absolue de x est inKrieure k rtinite. Elle sera 

divergente, isi x est plus grand que 1. On verra plus tard, d'ail- 

A.LG. sp. B. 2 
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leurs, que, dans ce cas, les termes ne diminucnt pas indSfiiii- 
ment. Si 0;=!, la s6rie est convergente (22) ; car elle devient : 

* 2^3 4^5 ' 



et SC8 termes, alteraativeinent positifs et n^gatifs, d^eroissent 
ind^finiment. Si, au contraire, on fait a?=— 1, on relrouve la 
s6rie harmonique, qui est divergente. 
Enfln, lorsque la s6rie est convergente, I'erreur t commise, 



:»*-* 



ens'arrfitant auterme r, est moindre, en valeur absolue, 

que — f et de mfime signe que ce terme. 

96. Remarque. Qaand unes6rie, dont tous les termes ne sont 
pas positifs, est convergente ind^pendammen t des signes de ses 
termes, on pent la consid^rer comme la difference des deux sd- 
'ries convergentesy dont Tune seraitform^e par les termes posi- 
tifs, et Tautre par les termes n^gatifs. En effct, ddsignons par S^ 
la somme des n premiers termes de la s6rie, et par S'«' et SV les 
sommes des termes positifs et des termes n^galifs cotnpris dans 
ces n termes; on a 6videmment : 

S» = S h' — S n"« 

Or, h mesure que n augmente, en mfime temps que n! et n"^ 
ces trois sommes, qui sont convergentes^tendent simuUan6ment 
vers leurs limites S. S', S". 

Maisilfaut se bicn garder d'6tendre cetteremarque auxs6ries 
qui deyiendraient divergentes si tous leurs termes devenaient 
positifs. On serait ainsi conduit k des erreurs graves. En voici 
un exemple remarquabie. 

Las6rie harmonique [I] est divergente. Mais Ias6rie 

composte des m^mes termes, pris allernativement avec le 
signe -[• et avec le signe — , est convergente (22), puisque les 
termes vont en diminiianl ind6finiment. Nous verrons plus lard, 
qu'ellc a pour so nmc (1S7) Ic logarilhme n6p6ricn de 2. 
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Or, si, en changeant Tordre dcs termes on 6crit : 

[10] H-i-i+l+l_i+^H-l_^+j^+^-^+ , 



il semble qu'on 6crive la m6me chose, car les deux series [9] 

1 1 1 

? 5' 7' 



el [10] onl les m6mes termes posillfs, 1, o> r> «» , et les 



1111 
ni^mes termes n^gallfs -, -, g> «• •• • Cepcndant leurs somraes 

§ont difKrentes. En effeJ, si sans changer Tordre des termes de 
la s6rie [9] on les groupe qualre par qiiatre, Ic n°*' groupe sera 

*•"-' 4n— 3 kn'-2'^ kn—i kn' 

et Ton obtiendra la somme s de la s^rie, en faisant la sommo 
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne k n toules 
les valeurs enti^res possibles. De m6nie,siron groupe trois par 
trois les lermes de la s6rle [10], le n"' groupe sera : 

1 ' ' 



4n— 3 ' 4n— I 2u' 

et Ton obtiendra la sonime s' de la s^rie, en faisant la somme 
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne h n toutes 
les valeurs enti^res possibles. Or Texcfes du groupe [p] sur le 
groupe [a] est 6videmmenl 

1 1 

ou 



1 


2n^4n' 


4n— 2 


1 


V ' 



471—2 47i' 



ou enfin [y] 



On a done ideatiquement, quel que soit n : 



\4n— 3^4n— ^1 2n/ 

^/_l L_J._! LWV-!^ 1^ 

\4a— 3 4n— 2"^4n — 1 4n/"^2\2n— I 2n/ 
Si done on donne successivement k n^ dans cette identil^^ les 
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vnleurs I, 2, 3, ... fi, ct qu'on ajoutc les r^sultals membrei 
menibre, on aura, quel que soitn: 

\4n — 3~4n — 1 2n/ 

\(i« — 3 4n— 2~4n— 1 4n/^2 \2n — 1 2n/ 

Si Ton suppose enQn que n croisse ind^finiroent, la premiere 
somme a pour limitc s\ et la seconde s. Quanta la derni^re, elle 

a aussi s pour limite, puisquc ( — q-J esllen"* groupe 

d c la s^r le [6] , quand on y prend les termes par groupes de deux. 

Done : *^~* ■ § ** 

. 3 
d'oii : *^^^2*' 

3 

Ainsi la somnie de la sirie [10] est les - de la somme de la 

s6ne [9]. II n*est done pas permis de changer I'ordre des termes 
d'uQC s^rie, lorsqu'elle n'est pas convergente ind^pendamraent 
dcs signes de ses termes. 

On comprend, en effet, que, dans le cas de la s^rie [9], la 
somme de ses termes positifs est infinie, ainsi que la somme de 
ses termes n^gatifs; de sorte que la somme de la s^rie est la 
difference de deuxinfinis, quantity lout k fait ind^termin^e, dont 
la vraie valeur doit dependre de la loi suivant laqudle on s'a- 
vance simultan^ment dans les deux series. 

S lY. £tude d'une s^rie remarquable. 

S7. DEFINITIONS DE c. Parmi les series, dont on fait usage en 
analyse, une des plus remaf quables est la aerie 

P] ^+i + i72 + rX3 + 1.2 3.4+ + 1.2.3..... n+**" 

Nous avons vu [I I], que cetle s^rie est convergente, et que, si 



COMPLfiMENT DES £l£MENTS D'ALGEBRE. 21 

Ton s'arrfete, dans la sommalion des termes, au terme . . , 

• > 

Terreur commise est moindre que ( l+-r). r :. On re- 

presente par e la somrae de la serie. 

La somme e est comprise entre 2et 3. En efTet, elle est plus 
grande que 2 ; et, pour prouver qu'elle est inf6rieure i 3, il suf- 
lit de montrcr que Ton a : 

1. 2"^ 1.2. 3"^ 1.2. 3. 4"^ ■^1.2.3....n"^ ^ ' 

in^galit^ 6vidente, si Ton remarque que les iermes du premier 
membre sont inKrieurs aux termes de mime rang de la pro- 
gression d^croissante, 

oT"oi"ro«"r'"**"r5;i~r t 



2 I 2> i 2* * '""^ 2» 



dont la somme est 7-^, ou !• 

28. La si^RiE EST INCOMMENSURABLE. En effet, suppospns, s*il 
est possible, que Ton ait : , 



a ^1^1.2^1.2.3^ 



^1.2.3.../7^1.2.3...^(^ + 1)^ ' 

p et 9 6tant entiers. Si Ton multipUe les deux membres par le 
produit 1.2.3...^, le premier membre et les (?+l) premiers 
termes du second deviennent des nombres entiers : et si l*on 
d^signe par N la somme de ces derniers, il vient : 

1.2.3... (g—l)p 

■ 
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D'ailleurs la somme des termes qui suivent N est moindre que 
la somme des termes de la progression d^croissante, 

. g+i^(7+i)*^(9+ir ' 



c'est-a-dire, moindre que -; elle est done une fraction propre- 

ment dite. Un nombre enlier serait done 6gal k un nombre en- 
tier augments d'une fraction; ce qui est absurdc. Done la scrie 

e ne pent 6tre 6gale k une fraction -; elle est incommensurable. 

29. Calcul de c avec 20 djScimales. Le calcul de la valour nu- 
m^rique de e en fraction d^cimale ne pent se faire qu'avec une 
certaine approximation (28). On commet une premiere erreur 
en js*arr£tant, dans la sommation de la s^rie, k un terme d'un 
certain ordre, et en n^gligeant tons ceux qui le suivent. On en 
commet une seconde^ en r^duisant eu fractions decimates les 
termes que Ton conserve : car aucun d*eux, k Texception des 
trois premiers, ne sc convertit exactement. Or, on calcule que 
Ton a : 

I 412 1 ^20 



1.2.3... .20 ^10'*' 1.2.3. ...21 ^10"' 

done la premiere erreur, commise en s'arr6tant au 22"* terme, 

est (27) moindre que — de y^j, ou que jz^. Si Ton calcule cha- 

cun des 19 termes qui suivent les trois premiers, avec 22 chif- 
fres d^cimaux, la seconde erreur sera inf^rieure k 19 unites 

du 22"* ordre decimal, et par suite ir^. L'erreur totale sera 

3 

done moindre n^^^TAtiy ^^ ^ P^^^^ ^^^^^ raison, qu*une unit6 du 

20"« ordre decimal. Voici les valeurs de ces 22 termes avec 
22 chifTres d^cimaux. 
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0,5 

0,16666 66666 66666 66666 66 
0,04166 66666 66666 '66666 66 
0,00833 33333 33333 33333 33 
0,00138 88888 88888 88888 88 
0,00019 84126 98412 69841 26 
0,00002 48015 87301 58730 15 
0,00000 27557 31922 39858 90 
0,00000 02755 73192 23985 89 
0,00000 00250 52108 38544 17 
0,00000 00020 87675 698-78 68 
0,00000 00001 60590 43836 82 
0,00000 00000 11470 74559 77 
0,00000 00000 00764 71637 31 
0,00000 00000 00047 79477 33 
0,00000 00000 00002 81145 72 
0,00000 00000 00000 15619 20 
0,00000 00000 00000 00822 06 
0,00000 00000 00000 00041 10 
0,00000 bOOOO 00000 00001 95 

2,71828 18284 59045 23535 84 
Ainsi 6=2,71828 18284 59045 23536... 

I. Ce que coirprend le complement des ^l^ments d'Alg6bre. — 2. Co 
qu'on appelie e6ric : termc g^n^ral d'une s^rie. — 5. Ce qu'on 
nomme s^ric conveigente cu divergente .* somme d'uDe s^rie conver- 
gente. — 4. Une progression par quotient est convergente, quand la 
rai(on est plus petite que Tunit^, divergente dans le cas contraire. — 
K. Four qu'une s^rie soit convergente, il faut que ses Icrmes d^crois- 
sent ind^finiment ; mais la condition n'est pas suffisante. — 6. Carac- 
tfere g^n^ral des series convergenles. — 7. Proc^d6 ordinaire pour d^* 
cider si unc s^riecst convergente. — 8. Une s^rie, h termes positifs, est 
convergente, lorsque le rapport d*un terme au pr^c^dent est, k parlir 
d'une certaine limite, moirdrc qu'un nombre Gxe plus petit que 1. -- 
9. Comment on applique Ic theor^me, quand le rapport a une limite.-^ 
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10. Limite de Terreur commise, quand on s'arrdte a un certain terme. 

— 11. Applications. — 12. Gas oi^ la s^rie est ordonn^e suivant les 
puissances d*une variable. — 15. Une s^rie, di termes positifs, est con- 

vergente, lorsque y^ est, k partir d'une certaine limite , plus petit 
qu'un nombre fixe inf6rieur ii 1. — 14. Comment on applique le 
th6or§me. — IS. Limite de I'erreur commise. — 16. Si les termesd'une 
s^rie Uo +111+112-1- •••• ^0°^ constamment en diminuant, cette serie 
est convergente ou divergente, en mdme temps que la s^rie Uo-f-2U| 
+4u^+8tt,-|-.. . -r 17. Applications. — 18. Remarque. — 19. Une 
s6rie est convergente, lorsqu'^ partir d*un certain terme, le rapport de 

log — ^ log fi est constamment sup^rieur a un nombre fixe plus grand 

que 1. — 20. Comment on applique le th^or^me. — i,\, Remarques. 

— 22. Lorsqu'une s^rie n'a pas tons ses termes positifs, elie est con- 
vergente, si elle reste convergente, quand on donne le mdme signe \ 
tous ses termes. — 25. Une s^rie, dont les termes sent alternativement 
positifs et n^gatifs, est convergente, quand les termes d^croissent in- 
d^finiment. — 24. Limite de Terreur commise. — 25. Application. — 
26. On ne peut pas toujours consid^rer une s^rie comme la difference 
entre la somme de ses termes positifs et celle de ses termes n^gatifs. 
Exemple remarquable. — 27. Definition de la s^rie e. — 28. e est in- 
commensurable. — 29. Calcul de e avec 20 d^cimales. 



EXERCICES. 

L Prouver que la s^rie 

14.I4.J-4--L-J. 1 

*"^l"*"l.2"*"l.2.3 "*■•••• "^1.2.3... .n"*"--** 

est conyergente, en appliquant le theorem e II (n* 13). 

II. Si la s6rie «#+ M| + tij + . . . . -fw. + .... ^ est convergente, il en est de 
m6me, quels que soient les signes de ses termes, de la s^rie 

E^ti. + E|W| + .... + E,u, + .... ; 

Ef, El, .... Ea, . . ., ecant des nombres positifs d6croissantJ. 

III. Prouver que la s^rie : 

i-j-J-j- ^ 4. . 1 . 
1.2"*'2.3"^3.4'^**'*'^n(n+T) "*"••••» 

est convergente et que sa limite est 1. 
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IV. Prouver que la s^rie 

est conYergente, et que- sa limite est -. 
Y. On a identiquement : 

|=arctgl — arc tg - + arc tg ^— arc tg -+ arc tg ~- arc lg- + . . .; 

en conclure : 

|=arc tg -+ arc tg -14- arc tg i + ....+ arc tg^, + . ... 
VI« Piouver que la s6rie 

] I ' • I I 1 1 

2log2(loglog2)«^31og3vloglog3J«^*"*^«logJi(loglogn)«^ •••* 
est convergente, quand a est sup^rieur kl, et divergente, quanda^l . 
On applique le th^or^me III (16). 

VII. Prouver que les deux series 

tout conyergentes et diyergentes ensemble (R^le donn^e par Cauchy). 

Ce th^reme est une generalisation du theor^me III (16), et se demontre par 
un raisonnement analogue. 

VIII. Prouver qu'une s6rie 

est convergeote^ lorsqu'^ partir d'une certaine limite, le rapport de log — 

au logarithme de log n tend vers une limite plus grande que 1 , et qu'elle est 
divergei|te^ quand le rapport tend vers une Umite plus petite que 1. 

IX. Si, dans une s^rie^ le rapport d*un terme au precedent est represents par 
la formule 

r 1 t<»H_ wy 4- An''"^ -h Bny'+Cny-J-f 

dans laqueUe p est entier etpositif, et A» B, C,.... a, h, c,.... sont dcs 
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» 

nombres constants donnas : 1** les termes croissent fans limite, si A — a>0, 

et d^croissent ind^finiment, siA— a<0. 

On compare la s^rie A una autre, dont le terme gSn^ral v»=' — -j h 6tant 

II 

un nombre positif convenablement cboisi. 

2<* Si A— a=0, les termes croissent, sans d^passer une certaine limite, si 
B^-l)>0; ils diminuent, sans atteindre z^ro, si B— 1><0. Dans ce cas^ la 
convergence est impossible. 

On compare la s^rie k une autre, dont le terme general est ''■ = (-31 ) ^»i 

h iinni un nombre positif convenablement cboisi : les termes de celle-ci sont 
plus grands que ceux de la premiere, et vont en diminuant, quand B — & >0. 

3' Si A — a < 0, mais A —04- r«^ 0, la s6rie est divergente. 

On compare la sirie k une serie divergente, dont le terme g^n^ral est 
r,=t/, (n — h) , h 6tant convenablement choisi. 

4" Si A— a+ 1 ^O, la s^rie est convergente. 

On prouve que, dans ce cas, on a-^< ^ , h itant positif et conve- 

nablement choisi; que, par suite, t/„+i H-««+2 +«„+?+ ..,. est plus petit que 

1 n — Zt— 1 (n-'/t— 1) (n--/i) (n - h^]) jn—h) (n - h + 1) ) 

'^M n n(n+l) "^ w(w-i-l)(nH-2) '*'••• j 



On prouve enfin, que I.es (p + 2) premiers termes de la sdrie, entre parenth^s, 
ont pour tomme 

n—l (n-fe— l)(n — h) .... (n^h-^p ) , 
h hn[n-\-]) {n-\-p) ' 

n — 1 
que cette s^rie est convergente, et a pour limite — r— > quand p crott ind^fmi- 

niment. 
II ri^sulte de \k que, pour qu'une s^rie soH convergente, lorsque le rapport 

!f7ll peut se mettre sous la forme d'une fraction rationnelle (a), il faut et U 

Urn 

sufftt que (A— a + 1) soit-inf6rieur k z6ro : il n'y a pas de cas douteux. Cetle 
rdgle a 6X& donnee par Gaus, 



CHAPITRE II. 
COHBINAISONS et forhule du bhvome. 

% I. Des combinaisons* 

30. DEFINITIONS. On nomme combi7%aisons, n k n, de m objels 
dislincts, les diCKrenls groupes que Ton peut former avec « de 
cos objets; il est utile d*en calculer le nombre. 

Ln question peut ^tre consid^r^e sous deux points de vue, sui- 
vant que Ton regarde ou non, comme dislincls, les groupes, 
qui, 6tnnt composes des mfimes objels, difl^rent seulement par 
rordre dans lequel on les place. 

Dans le premier cas, les combinuisons regoivent le nom d*ar- 
rangenients ; el dans le second, celui de produits differents* 

m 

31. Nombre DES arrangements. Calculons, d*abord, le nom- 
bre des arrangements dislincts de m objets pris nkn. D6s]gnons 
06 nombre par A«; el repr6sentons par A»-i celui des arrange- 
ments des m^mes objets, (n — 1) a (n — 1). Si tons les arrange- 
ments (n — 1) k (n — 1) 6taient formes, en plagant successive- 
ment, k la suite de chacun d'eux, les [m—(n— 1)] objets qui n'j 
entrent pas, on formerait des arrangements nhn, dont le nom- 
bre serait 

An-,[m— (n— 1)], ou A«-i(m— n+1); 

car chaque arrangement (n — 1) k (n— 1) fournit, de cette ma- 
nifere, [m— (n— l)]arrangementsn in. Jedis que An-i[w— (n— i)] 
est pr6cis6ment le nombre des arrangements n a n ; et pour 
cela, il faut montrer.qu'ils ont tons 6t6 formes, et que chacun 
d'eux ne I'a 6t6 qu'une seule fois. 

!• On a obtenu tons les arrangements nkn; car on peut for- 
mer tout arrangement de n objets, en plagant le dernier d'enlre 
eux k la suite de I'arrangement form6 par Tensemble des (n— 1) 

aulres. ' 

2» Un m^me arrangement n'a pu 6tre formS qu'une fois; car, 
les arrangements (n— 1) k (n — 1) 6tant dislincts, ainsi que les 
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(m — n-f- 1) objets que Ton place k la suite de chacuu d'eux, les 
groupes que Ton forme diff^reut, soit par les (n — 1) premiers 
objetSy s*ils proTieunent de deui arrangements (n — 1} it (n — 1) 
diff(§rents; soit par le dernier, s'ils proviennent du m6me arran- 
gement (n — 1) i (n — 1). 
On a done la relation : 

Cette relation £tant d^montr^e pour une valeur quelconque 
de n, on aura de m^me, en d^signant par A».t, A»^.... Ai, le 
nombre des arriangements (n — 2) i (n — 2),[(n — 3) i (n — 3),... 
un k un : 

A»-4 = («> — n+2)A,-,, 

A„ -, = (w — n + 3) A^-j, 

Ai =(m— l)At. 

Si Ton muUiplie ces 6gali(6s membre k membre, les facteurs 
A»-o A»^,.... As disparaissenl; et ii vient, en remarquant que 
le nombre Ai des arrangements 1 it 1 est m : 

[1] A»=m(m— l)(m— 2)....(tn— n + 2)(m— w+1). 

Ainsjy le nombre des arrangements de m objets distincts nan est igal 
au produit de n facteurs entiers^ consicutifs^ decroissants^ a partir 
de m. 

52. Nombre des permutations. La formule pr£c6denle, si on y 
suppose n=m, fera connatlre le nombre des arrangements de 
m letlres mkm. Ces arrangements, dans lesquels figurent toutes 
les leltres, se nomment des permutations. En d^signant leur 
nombre par P„, on a : 

[2] P«==l.2.3..,.w, 

puisque, pour m=n, (?n — n+ 1) deviant 6gal k Tunitfe. 

Ainsi, le nombre des permutations de m objets distincts est igal 
au produit des m premiers nombres entiers. 

55. Nombre des produits diffj^rents. Les produits difl^rents 
de m objets, nkn^ sont les groupes distincts que Ton pent former. 
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avec ces m objets, en regardant comme identiques ceuz qui ne 
different que par I'ordre des objets. On reserve souvent k ces 
produits le nom de combinaisons. 

Repr^sentonspar G» le nombre de ces produits. Imaginons 
qu'on les consid^re tous ensemble, el que Ton forme les permu- 
tations des n objets contenus dans chacun d'eux ; les groupes, 
ainsl form6s, seront des arrangements dew objets donnas nhn. 
Or, je dis qu'lls y seront tous, et chacun une seule fois. 

1* lis y seront tous ; car les objets qui forment un arrange- 
ment, 6tant consid6r6s ind^pendamment de leur ordre, compo- 
sent Tun des produits diff^rents ; et, lorsque Ton permutera de 
totues Us manures les objets qui composent ce produit, Fun des 
groupes ainsi form6s sera Tarrangement consid6r6. 

2^ Chaque arrangement sera form6 une scule fois; car les ar- 
rangements, qui proviennent d*un m^me produit , different par 
Tordre des objets ; et ceux qui proviennent de deux produits dif- 
f^rents, ne sont pas composes des m^mes objets. 

On pent done obtenir toute la s6rie des arrangements, en per- 

mmant les produits difT^rents, de toutes les mani^res possibles. 

Or, chaque pro4uit fournit ainsi 1.2.3....n arrangements dis- 

tincts; le nombre total des arrangements A» est done ^gal au 

nombre des produits C», multipli^ par 1.2. 3....n; et Ton a, par 

consequent : 

An=Cn.l.2.3....n: 

d*oii, en remplagant A„ par sa valour [1 ] : 

. roi p _ m(m— l)(m — 2)....(m— n-t-1) 
t^J ^ 1.2.3....n 

Ainsi le nombre des produits differents de m objets , n i n, est 
egal au produit de n nombres entierSy consecutifSydecroissants a partir 
de m, divise par le produit des n premiers nombres entiers. 

54. Remarque I. La formule pr6c6dente peuf se mettre sous 
une forme, que Ton trouve quelquefois plus commode. Si Ton 
raultiplie, en eflfet, par 1.2.3.... {m—n) les deux termes de la 
fraction qui repr6sente Cn, elle devient : 

^ p 1.2.3.... (m — 7i)(?7i — n+l)0» — n+2)-...m ^ 

'• ^ *~" 1.2....7i.l.2,...(m — n) . ' 
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en sortc que , au num6raleur se trouve le produit des nombres 
enticrs depuis 1 jusqu*^ m, et au d^nominateur le produit des 
nombres entiers depuis 1 jusqu'i (m'-n)^ et le produit des nom- 
bres enticrs de 1 a n. 

Remabque II. La formule [4] reste 6viderament la mfemc, 
si Ton change n en (m — n); cette substitution aura seulemcnt 
pour efTet de changer, Tun dans Tautre , les facleurs 1.2.... n, 
et 1.2.... (m — n) du d^nominateur. 

Le nombre des produits diffirents de ra objets n a n, est^ par con* 
sequent, le mime, que celui de m objets (m — n) a (m — n). 

L'6galit6 deces deux nombres est, d*ailleurs, 6vidente, a priori. 
Si en effet, dans m objets, on prend un groupe de n, il restcra 
un groupe de (m — n) : les groupes ou produits n i n et (m — n)k 
(m — n) se correspondent done deux k deux, et sont, par con- 
sequent, en mtme nombre. 

55. Remarque Ilf . Le nmnbre des produits differents de m objets 
n a n est 6gal a la somme des nombres de produits differents de 
(m — 1) objets n d n, e« de (m — 1) objets (n — 1) d (n — 1). On pent, / 
en efTet, partagerles produits differents de m objetsn^nen 
deux groupes, I'un compost des produits qui ne contienncnt 
pas un certain objet, et Tautre compas6 de ceux qui le renfer- 
ment. Or les premiers sont ^videmment tons les produits difT^- 
rents des (m— 1) aulres objets n ^ n; et si, dans les autres, on 
supprime Tobjet dont il s\')git, ils deviennent les < produits des 
(m— 1) autres objets (n — 1) a (n — 1). 

On v6rifie, d'ailleurs, directement ce th^orime k i aide de la 
formule [3]. 

56. Remarque IV. Le nombre C, est n6cessairement entier : 
la formule [3] prouve done que le produit de n nombres entiers 
consicutifs est divisible par le produit des n premiers nombres eti- 
tiers. 

S IL Formule du binome de Newton. 

57. Produits de n binomes qui different par le second 
TERME. Nous avons vu (1, 42), que le produit d'un nombre quel- 
conque de poiynomes est la somme de tons les produils que Ton 
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peut former 9 en prenant poar facteu un terme de chacun 
d'eux. 

Appliquons cette r^gle k la formation du produit de m bi- 
nomes, ayant mftme premier terme, 

Si nous ordonnons ce produit suivant les puissances d^crois- 
santes de a?, il est Evident que le premier terme se ra a?*, produit 
form6 en prenant, comme facteurs, les m premiers termes des 
binomes. 

Le terme enaf^ se comp osera des produils dans lesquels on 
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m — 1) bino- 
meSy avec le dernier terme du binome restant; et le coefficient 
de af*~* sera, par cons6querit, la somme des seconds termes de 
DOS binomes. 

Le terme en a?"*"* se composera des produits dans lesquels on 
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m — 2) bino- 
mes et les derniers termes des deux binomes restants. Le coeffi- 
cient de 0?"*"* sera, par consequent, la somme des produits deux 
k deux des seconds termes. 

On verra de mftme que le coefficient de a?**"* est la somme 
des produits trois k trois des seconds termes; et qu'en g6n6ral, 
le coefficient de a?*"* est la somme de leurs produits nkn. 

On ^crit souvent ce r^sultat de la mani^re suivante : 

[I] (a? + a)(a? + 6)(a? + c)....(a? + A:)(a?+0 

en repr^sentant par 2a, Sa&, labc... la somme des seconds 
termes y la somme de leurs produits deux k deux, trois k 
trois, etc. 

38. FoRMULE DU BINOME. Pour d^duirc de ce qui pr6c6de Tex- 
pressionde (a? + «)*> il suffitde supposer o= 6 = (? = .... = /; 
le d^veloppement se simplifie alors notablement. 

Le premier terme reste 6gal k a?*. 

Le coefficient de a?*""*, 6gal k la somme* des seconds termesi 
devicnt 6gal k ma. 



tr 



Le coefScie. de af*~*, 6gal k la somme des produits irois k 
trois dcs sect'dds terines, devicnt ^gal &a^ multiplii par le nom- 
brc de ces p**iduits, c'est-Ji-dirc k 

mim-- \)(m — 2) , 
1X3 ^• 

En g6n6rall le coefficient de a?**-', qui est la somme des pro- 
duits p & p des seconds termes^devient 6gal h o^ multipli6 par le 
nombre de ces produits, c'est-Ji-dirc h 

m(m— l)....(m — p + 1) ^ 
.2....p 

On a done, enfin : 

i Jd 

, m{m — l)....(m— p + 1)- ^ „ , , ^ 

' 1.2. ...p ' ' 

C'est la formule du binome de Newton. 

39. Remarque I. On yoit que, dans le d^velopement de 
(a? + ^)"*> Texposant de x va en diminuanl d'une unit6 depuis m 
jusqu'k z^rOy et celui de a va en augmentant d*une unit6 de- 
puis jusqu'&m; de sorte que, dans chaque terme, la somme 
des deux exposauts est constante et 6gale k m. Le nombre des 
termes du d6veloppement est (m+ 1). 

On nomme terme general, celui qui en an avant lui; en le dfi- 
signaul par Tn, on a : 

^^J ^•'"" 1.2.3....n ""^ • 
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Le coefficient de a?*-*, 6gal k la somme des produits deux k 
tJeux des seconds termes, devient 6gal k a* mullipli^ par le nom% ! ci 
l)re de ces produits, c'est-i-dire (53) k 

2 
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40. Remarque II. Si Ton d6signe par T„^ le terine qui pr6- 
c6de Tny on trouve ais6ment : 

[4] • T. = T«_.X^^^.=J±i^. 

n X 

' Or (m — n + 1) est I'exposant de x dans T«_t, et n %l le nombre* 
qui marque le rang de ce terme. Done, pour pas du terme de 
rang n, au terme de rang (n -f- 1), on multiplie sont ^efficient par 
Vexposant de x dans ce terme^ et on le divise par le nor re qui mar- 

[ ^ 4ue son rangy puis on augm>ente d^tme uniti Vexposai.t, de ai^et on 
diminue d*ime unit6 celui de x. 

4i. Remarque III. Le coefficient de a'cc^-* est le nombre des 
produils diflf6renls de m lettres p i p ; et celui de a**^x est le 
nombre des produils diff^rents de m lettres (m — p) h (m — p). 
Or ces nombres sont ^gaux (34). Done, dans le developpement de 
(x + a)"", les coefficients des termes^ sUuis a 4gale distance des extrt- 
9nes sont 6gaux. 

42. Remarque IY. Le rapport du coefficient de T» k celui de 

_i est "~ ; il commence par 6tre plus grand que 1 , si 

/7i est au moins 6gal h 2 : puis il diminue, k mesure que n aug- 

menle, et il finit par 6lre 6gal k — , quand n^m. Tant qu'il 

reste plus grand que 1, les coefficients vont en croissant: sMl 
devient 6gal k 1 pour une certaine valeur de n, deux coefficients 
cons^cutifs sont 6gaux ; et lorsqu'il est inf^rieur k 1, les coeffi* 
cients vont en diminuant. Or la condition 

m — n-\- 1 ^^ 
n ^ 

6quivaut a — 5 — ^ n. 



Done, tant que n est infirieur a la m^ii du nombre (m+ 1) des 
termnSj c'est-a^dire tant qu'on ria pas form6 la moitii du nombre 
total des termes^ les coefficients croissent : ils d6croissent dans la 
seconde moiti^ du developpement. 

Alg. sp. B. 3 
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43. Remarque Y . On n'a fait aucune by poth^se sur . e signe 
des nombres x et a; a peut done avoir une valeur negative — fr; 
et Ton a, par consequent : 

1 • a 

oUy en remarquant que les puissances paires de ( — b) sont 
£gales k celies de b, et que les puissances im paires sont ^gales 
et de signes contraires : 



le signe du dernier terme itant -|- si ^ est pair, et — si m est im- 
pair. 

44. Remarque YL Si, dans la formule [2], on fait x= I, a=l, 
on a : 

o«_, , ^ , Mm-l) I m(m— l)(m— 2) i ^ i |. 

^-^+1+ 1.2 + 1.2.3 +...-+Y + 1. 

Ainsi la somme des coefficients du diveloppemerU est dgale a 2*". 

45. Reuarque YII. Si, dans la formule [6], on faito; = I, b=l, 
ona : 

m I m(m — 1) m(m — l)(m— -2) , 

""^'" 1 "T n TTa "^•••• 

Done la somme des coefficients de rang pair est igale a la somme 
des coefficients de rang impair, 

46» Remarque YIIL 11 existe^ entre les coefficients des di- 
verses puissances du binome, des relations nombreuscs; 
nous ferons connattre la plus simple ^ dont on fait un frequent 
usage. 

Soil : 
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le dfiveloppement de la puissance mr* d'un biiiome, dans lequel 
on a fait, pour abr^ger : 

"^ ' 1.2,3 n • 

Hultiplions les deux membres de I'^galit^ par (0?+^); nous an- 
rons, en effectuant la multiplication du second membre, d'apr&s 
la r^gle ordinaire : 

et Ton YOit que chacun des . coefficients du diveloppement de 
(x+a)"*+* s'obtient en ojoutant le coefficient de mime rang et k 
precedent dans le diveloppement de (x + o)**. On pourrait d*ailleurs 
y^rifier directement, que Ton a : 

. m.{m — 1).. ..(m— n+1) , m,{m — l)....(m — n-j-^) 
I- ■' 1.2. ..n" "*" 1.2. ...(n—1) 

(?7i-f- l)m....(m — n+2) 



S III. D6veloppementde(a+6v/^)"'. 



47. Puissances successives de yj — 1. Pour ddveiopper 

(a+6v^ — l)*", il faut appliquer la formule du binome qui, re- 
sultant dc la multiplication, est d^montr^e, d'apr^snos conven- 
tions (I, 201), pour les expressions imaginaires. II est n6ces[- 

saire de former d'abord les diverses puissances de ^ — 1. Or, on 
a,*d'aprfes nos conventions : 

(v/:rr).=_i, 
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r 

et, en g^ndral, 

r7i I (*^^)"'' = ^~^ ' (v^^^)***' = - 1. 

48. DjSveloppement de (a + 6 v^ — l)*. D'aprts cela, on a : 
(a + fev^~ T)- = a- + ma-^ & v^^^H" — ^^^""^^ a«^»6* 

m " *V-1+ 1.2.3.4 aoi--- 

Les termesi dans lesquels Texposant de b est pair, sont r6els; ils 
sonl les m^mes que ceux du d6velopperaent de (a + ft)*, avec 
celte difl'<irence qu*on doit leurdonner, alternativenienl, lesigne 
4- el le signe — . Les tcrmes, dans lesquels b a un exposant im- 
pair, onl lous ^ — 1 en facleur, et sonl, k cela prfes, les mftmes 
que ceux du d6veloppement de {a +6)*, auxquels on aurait 
donn6, allernativement, le signe 4- el le signe — . 
On r^uiiil ordinairement les lermes imaginaires, et Ton £crit : . 

[8] ^ (a+6v^^ri)« 

« 

Si Ton ddsigne par P la partie r6elle et par Qle coefficient de 
^ — 1, on a done : 

(a +6 ^"ZTT)- = p+ Q^-ZTT. 

Ainsi es puissances d'une expression imaginaire sont des expreS'^ 
sions imaginaires de mime forme. 

II est facile de voir qu'on a : 

40. Remarque. (a-(- 6 v^ — l)" pent fetre r6el, sans que b soil 
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nul. II suffit, pour qu'il en soitainsi, que les termes imaginaires 
se d^truisent. On a, par exemple : 

S lY. Puissance d'an polynome. 

80. D6VEL0PPEMENT DE LA PUISSANCE W"* d'UN TRINOME. Ufl trf- 

nome (a'\-b+c) peut 6tre consid6r^ comme un binome, si Ton 
regarde les deux premiers termes {a-\'b) comme r6unis en un 
scuU On aura alors : 

, , m(m— l)....(/n— p+1) , , .,,„,, , . 
+ •••"* — ^ 1.2.. .p ' {a + b)^c^''\'...+c^. 

Si Ton d^veloppe les di verses puissances de {a+b) qui figu- 
rent dans le second membre, on obtiendra une somme de 
termes de la forme a'&Pc^, dans lesquels la somme des expo^ 
sants a, Pj y> sera consiamment 6galc k m. Gar, si Ton consi^ 
d^re, pap exemple, ceux qui proviennent du terme 

m(m-l)....(m-p+l) , . ^ ^.^^ 
I .2....P ^ ^ \ ' 

« 

lis contiennent le produit de c' par des puissances de a et 6 dont 
les exposants ont une somme £gale a (m — p) ; de sorte que les 
trois exposants r£unis Torment une somme 6gale k m. 

R6ciproquement, a, p, y^ 6tant trois nombres entiers quelcon- 
ques, dont la somme soil ^gale a m, 11 y aura dans le diveloppe* 
ment un terme en arb^c'f : car, dans [9], se trouye le terme 

m(m--l)....(m-r+l) ^^^ ^j^^, . 

et le d^veloppement de (a -|- by^t conlient un terme^ dans lequel 
a figure avec Texposant a, et &>.par consequent, avec Texppaant 

81. Terme g^n^ral du d^yeloppehent. Ghercbons le coeffi- 
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cient de ce terme en o* b^ & : il provient, comme nous Tavons 
dit, de 

___ (a + by^c\ 



ce qui pout s'6crire (53) : 

1 . 2 ....m 



I •2....Y.1.2....(m — Y) 



(a+6)"^cTf. 



Or, dans le d^veloppement de (a + 6)*-t, le coefficient de a*^"-^- 
est 6gal & 

1.2....(m — y) 

l.a....a.l.2....(m— Y — «)' 
Le terme demand^ est done : 

1 ,2....m. 1 .2....(m y) ^ a«5"»-T-*cT* 

1.2....Y*i .2....(wi-y) 1.2....a.l.2....(m — y — «)' 

ou, en supprimant le facteur commun 1 . 2. .., (m — y), et rempla- 
Cant(m— Y— «) par p, 

[1 0] ^'^^ "^ — ^ . a«6M; 

et le d^veloppement se compose de tons les termes analogues, 
qui correspondent h toutes les valeurs de a, p> y? <}ont la somme 
soit 6gale i m, 

tt2. Remarque. On trouverasans peine, par un proc6d6 tout^ 
fait analogue, que le d6veloppement de (a+^ + c+dy^ a pour ^ 
terme gSn^ral 

t'^i ^2....,.i.2':'p:y"....,..2....s -'»'^^'^^*' 

et se compose de tons les termes analogues, qui correspondent 
h toutes les valeurs de a, p, y» ^9 dont la somme soit ^gale h tn. 
On doit observer que, si Ton veut faire repr^senter k ce terme 
g6n6ral tons les termes du developpement, sans exception, i 
faut ccnvenir que, pour a=0, on prendra leproduit 1 .2.3.. ..a=l 
La m6me remarque s*applique k la formule pr^c^dcnte. 
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S V. Limite de (l -{ — j , qaaad m crolt inddflniment. 

55. Th^oremes sur les limites. 1* Lorsqu'une quaniiti variable 
A tend vers une limite I, le produit pA de cette quantUi par un 
nomhre fini p tend vers la limite pi. Gar, pour rendre la diffe- 
rence (pA— pO plus petite, en valeur absolue, qu*une quantity 
donn^e a, il suffit de rendre la difference (A-r/) plus petite 

que-; ce qui est toujours possible, puisque (A— Q tend vers 
z^ro. 

S^ Si plmieurs quantitis variables, At, Ai, • . . • A«, en nombre 
fini n, tendent simultandmsnt vers des limites li, 1,, .... ],(, la ii- 
mite de leur somme est igale a la samme de leurs limites. En effet, 
si Ton pose : 

Ai=/i+ai, At==/i+«t, .-.. A» = /«+a„, 
on aura : 

Ai+ Aj 4- • • • + A„ t= (^, -|- Jj-|-. . .-}-JJ4-(aj -f-«,-|- . .. + flt^). 

Or les quantitis ai, os, . . . «» tendent vers z^ro, par bypothese : 
done leur somme (ai+oj. ..+««), toujours inferieure, en va- 
leur absolue, h n fois la plus grande d'entre elles, tend aussi 
Vers z6ro (1®). Done 

lira (A44-A1+.... +An)=/*4-'i*-'- +'»• 

Mais, si le nombre n des quantitis variables augmentait in- 
ddflniment, on ne pourrait plus affirmer la proposition. Gonsi* 

/V 4V 4V 

d6rons, par exemple, la somme des n quantil6s- -\ — | 1- .... 

4- -. Si n crott indetinlment, cbacune de Ces quantitis tend ver s 

ziro ; et leur somme, au lieu d*avoir ziro pour limite, est ^vi- 
detnment toujours igsxXe ft oe^ 
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3* La limite du produit des nquantUis variables Ai^ki, A,. ..An, 
est egaU au produit de leurs limites. En eflet, on a : 



AiA2....A»=(^4-«i)('i+«i)'---G« + ««)« 

Et ce produit de n facteurs binomes renferme (1, 42) d'abord 
le produit des limites (^^^..../m), puis une suite de termes 
dont chacun contient en facteur au moins une des quantit^s oi, 
or,, . . . a«. Or cliacun de ces termes, produit d'une quantity Gxe 
par une quantity qui tend vers z6ro, tend aussi vers z£ro (l""); 
et com me ieur uombre est limits, leur somme a pour limite z6ro 
(2»). Done 

11m. AiAfl.... Aii=^^..../fi. 

Dans ce cas encore, le raisonnement suppose essentiellement 
que le uombre des quantit^s variables reste fini. 

tt4. L'expression ( 1 H — ) a une limite quand m croIt 
iND^FiNiMENT. L'expressiou ( 1 -| — j , dans le cas oh m est 

entier, un produit de m facteurs 6gaux 2i ( 1 H — ) : quand 

crott ind^finiment, chacun de ees facteurs a pour limite I'unit^; 
mais on ne pent pad en conclure que la limite du produit est 
6gale k Tunit^; car le nombre des facteurs crott indefiniment. 

Pour prouver que cette limite existe, d6veloppons ( 1 + — ) 

suivant la formule du binome : nous aurons : 



m 



A , n"-, I ^^ , m(m~l) l m(m^\){m^2) 1 , 

/ 

m(m — 1 ....(m — n + l) 1 ^^ 
1. 2 .... n m" ' 



Gomme, dans chaque terme, le nombre des facteurs du num£- 
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rateur est 6gal au noinbre des facteurs m qui entrent comme 
diviseurs, lious pouvons 6crire : 

m m — 1 m m — 1 m — 2 



0+^)" = »+T + ? 



• 



m , m m m 



1.2 *" 1 . 2 . 3 *'■ 

m m— 1 m — n-j-1 
^ m' m '" m . 
* 1 . 2 .... n • 



Mais on a ^videmment : 
m m — 



m m 
par suite : 






m , \ ■ m/\ ml 



l,^ mj -^+T+rr2+ 1.2.3 +••" 

, \ m) \ mj \ ml , 



Gela pos6, comparons ce d^veloppement & la s6He conver- 
gente dont la limite est 6 : 

*= ^ +r +1:2 + T72T3 + ••••+ 1.2. 3.... n+-*-- 

Chaque terme du d6veloppement est, k partir du troisi^me, in- 
ferieur au terme correspondant de la s^rie, puisque sou nutn6- 
rateur est moindre que Tunit^, et que les d^nominateurs sont 
les m^mes. D'ailleurs les termes du d^veloppement sont en 
nombre limits (m-{-l), tandis que ceux de la s^rie sont en 

nombre infini. II en rSsulte que Texpression ( 1 -j — ] est, 

quelque grand que soil w, in{6neure k e : cette expression, qui 
aujrmenle avec m, a done, lorsque m crolt ind^finiraent, una 
limile qui ne pent ^tre qu'inf^ricure ou egale k e. Nous allons 
prouver que cette limite est 6gale ke* 
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85. Limits de (i+ — ) > QUand m croIt indiSfimment , m 

RESTANT ENTiER. Puisque la s^rio e est convergente (It), on 
peut donner in une valeur assez grande, pour que I'erreur 
commise, en n6gligeant lous les termes qui suivent le (n+ 1)'"*, 
8oit inf^rieure i une quantity donn6e «, si petite qu'elle soit; 
de sorte qu*en d^signant par e» la somme des (n -|- 1) premiers 
termes, on a : 

D'un autre c6t6, si Ton consid^re les (n + 1) premiers termes 
du d^veloppement, on reconnatt qu'i mesure que m croit in- 
d^Gniment, n restant fixe> les diCf^rents num^rateurs tendent 
vers une limile fegale h Tunitfe (83, 3*») ; par suite, chaque terme 
du d6veloppement a pour limite le terme correspondanl de e„ j 
et leur somme, qui se compose d'un nombre fini des termes, a 
(85, 2*) pour limite e». On pent done prendre m assez grand, 
pour qu'en dSsignant par A„ la somme des (n -j- 1) premiers 
termes du d6veloppement, Ton ait : 

t - 

De ces deux in^galit^s, on conclut : 

e — A»,<;2a. 

Ainsi, apr^s avoir choisi pour n une valeur fixe suDisamment 
grande, on peut toujours, en faisant croltre m ind6finiment, 
satisfaire h la derni^re in6galit6. D'ailleurs, si Ton donne en- 
suite h n des valeurs ind^finiment croissantes, le d6veloppement 

An augmente, et tend vers sa limite lim n -j — j ; 2a tend vers 

z6ro ; done : 



e-ii„i(i+l)'"=:0, ou lim(l + l)=6. 



[12] 



86. Cas oil m prend des valeurs fractionnaires. Si, dans 
Tcxpresslon HH — J , on attribue i m des valeurs fraction* 
naires de plus en plus grandes, la limite sera toujours la m£me 
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et £gale k e. Pour le prouvor, supposons que, n d^signant un 
nombre entier trds-grand, on ait : 

a itant moindre que runitS ; Tezpression ( 1 + ' ) sera £vi- 
demment comprise entre les expressions 

Gar, pour obtenir la premiere de ces expressions , il faut^ dans 
IH — J , remplacer leterme — et I'exposant m respectlve- 

ment par les nombres plus grands - et n-{- 1 ; pour obtenir la 
seconde, il a fallu remplacer les mftmes quantit£s par les nom- 
bres plus petits et n. Or on a : 

(■+r=('+-i)"('+i)' 

et 



(.+„-iT)-=('+.-iir-^ 



n+1 

Gomme n est entier et trfes-grand, ( 1 + - ) ^'m i + ""iTi/ 

different Irfes-peu de e 1 + - et 1 -\ r-r different lr6s-peude 

l'unit6, et les deux expressions pr6c6dentes ont Tune et Tau- 
trc e pour litnite. II en est, par consequent, de m6me de 

f 1 H — J , qui est compris entre elles. | 

87. LiMITE DE ( 1 -| j , QUAND m EST N^GATI?, ET AUG- 
MENTS EM YALEUR A6S0LUE. La liniile de (l -| — j est encore la 
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mfime, quand on attribne h m des valeurs nfigatives croissantcs. 
Car, posoDS tn= — )a; [a 6tant n^gatif nous aurons : 

(■+i)-= ('-i)-'= e-f^r= c-^) = (' +ii^)' 

I 

/ 1 \«*"* 

Or, quand [a croit indifiniment, (1 + _, J tend vers e 

(tt6), el (l + "—:) tend vers 1 : done encore ici : 

88. Limits de ( 1 H — ] ou db (l ] , quand m croIt 

iNDi^FiNiMENT. On a ^videmment : 

done : 
[13] Il.n(l+i)-=i. 



Puis: 



V W (i+_L-)- 

\ ' m — 1/ 



dokic : 



[14] Um{l-Ly=l 



S YI. Sommation des piles de bouIeU. 

69. Probl^ime. La m^thode la plus simple repose sur la 8olu« 
lion pr^alable du probl^me suivant : 
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Tromer Id sonvme des puissances mr** des termes (Pune progress 
sion par diffirmce. Soit la progression : 

. dont la raisoa est r, et dont le nombre des termes est p. 
On veul trouver 

On a, 1 6tant le terme qui sulvrait k : 

filevons ces diverses ^galit^s k la puissance (m -|- 1) ; nous 
aurons : 

Ajoutons toates ces ^lit^s,il vient, en d^signant g^n^rale- 
mentpar S,ila somme o«'4-6"' + ....-|-ft"'; 



Gette Equation fera connattre S% si Ton connatl S^-i, S«».2..., 
Si, St. En y faisanl done successivemenl m = 1, = 2, =3, etc , 
on obtiendra successivemenl Si, puis St, puis Ss, etc. 

60. Application. Supposons, par exemple,quela progression 
propos^e soit la suite des n premiers nombres entiers : 

fl.2.3.4...,n; 
on a ici : . 

S^=l»*+2»'+3t'+... + n»*ja = l, i=ji-f-l, r=l, p=n; 
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et notre formule g^n^rale devient : 

[16] (n + iri=l + (m+l)S«+(-^^!^^ 

+ rx3 — ^~-"^ - + — 1131 — ^+*'- 

Palsaitt d'abord m= 1, il vlenl ; 



2 

formule d£j& connue. 
En faisant m = 2, il yient : 

(n+l)»=l+3S, + 3Si+n; 

_ 2(n+l)'— 2(n+l)-3n(n+l) 

U OU Of — r 9 

OU [1] S.= l' + 2'+3«+-+n'="^"-^^y"+^^. 

D 

Telle est la formule qui va nous servir pour la sommaliou des 
piles de boulets. 

Elle se d^duit, comme on voit, d'une formule beaucoup plus 
g6n6rale, quipourrait donner ^galement la somme des cubes, 
la somme des quatri^mes puissances.... des nombres naturels. 
Si Ton veut seulenient arriver le plus simplement possible k ce 
rdsultat, qui est le seul dont on ait, actuellement, k faire usage, 
on pent proc^der comme il suit. 

6 1 . Recherche directe de la somme des carr^s des n pre- 
miers NOMBRES ENTiERS. On a ^videmmcnt : 

2»=(1 + 1)»=1»+3X1"+3X1 + 1, 
3* = (2+l)» = 2«+ 3X2* + 3X2 + 1, 
4*=(3+l)»=3»+3X3* + 3X3 + l, 
(n+ l)» = n» + 3n* + 3n+l; 

djoutant toutes ces £galit£s, il vient, apr^s que Ton a supprim6 
les termes cemmuns aux deux membres, et en d^slgnaut par St 
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la somme des carr6s des nombres naturels et par Si ia somme 
des premieres puissances : 

(n+l)«=l + 3S, + 3Si+n, 

dqualion identiqne k celle du paragraphe pr6c6dent, et dont on 
d6duira la mfime valeur de St. 

62. Piles triangulaires. La base d'une pile triangulaire est 
form6e par des boulets ranges en triangle Equilateral. La pre- 
miere rang^e contenant 1 boulet, la seconde 2, la troisieme 3, 
la n** n, le nombre total des boulets employes est ici : 

1 + 2+3+... +n=!il!^)="-i:Ii. 

La tranche immediatement sup6rieure est form6e par des bou- 
lets ranges egalement en triangle equilateral, dont le c6t6 coii- 
tient un boulet de moins; le nombre des boulets de cette seconde 
tranche s'obtiendra done en changeant, dans la formule prece- 

J * / ,\ • • (^ l)*+(^ 1) T i • 

dente, n en (n — 1); on aura amsi ^ ^ ' ^, La troi- 

sifeme tranche contiendra de meme ^ o boulets; et 

ainsi de suite jusqu'ii la premifere, qui en contient —J—- 

Le nombre totaJ est, d'apres cela : 
T ^' + ^ . (n-l)'+(n-l) _ (n~2)«+(n— 2) , , I'+l. 

ce que Ton pent ecrire de la maniere suivante : 

r,. nH(n-l)'+(n~2;»+...+l* . n+(n-l)+(n— 2)+...- |- 1 

2 ~ 2 ' 

ou, en vertu des formules ecrites plus haut (60) : 

rt,_ n(n+l)(2n+l) n(n+l) _ n(?i+l )(27i + 4) 
^"" 12 "^ k 12 
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Telle est la formule qui exprime le nombre des boulets conte- 
nus dans une pile triangulaire. 

65. Pile a base carr^b* La base d'une pareille pile est formic 
par des boulets ranges en carr^, dont le nombre total est n^, n 
d^signant le nombre de ceux qui sont conlenus dans le cOt6 de 
ce carr6. La seconde tranche contiendra (n — 1)* boulets, la 
troisi^me (n— 2)*, etc., et enfin la flernifere n'en contient qu'un. 
Le nombre total est done : 

Q = n» + (n-l)'+(n-2)«-|-...+ l 
ou [19] Q^n(n+lK-2n+0 

G4. Pile a base rectangulaire. La base d'une pareille pile 
est form^e par des boulets ranges en rectangle. Si Tun des c6t6s 
de la base contient m boulets et Tautre c6t6 n, le nombre total 
des boulets qui la composent sera mn. La tranche suivante est un 
rectangle, dont les c6t6s comprennent respectivenjenl (m — 1) 
et (n— 1) boulets; elle en contient, par consequent, un nombre 
6gal k (m — 1) (n — 1); la troisifeme tranche en contient de 
m6me (m -^ 2) (n — 2) ; et ainsi de suite jusqu'^ la dernifere, qui 
est une file de (m — w + 1) boulets (si Ton suppose m'^n). Le 
nombre total que nous cherchons est done : 

R=mn+(m— l)(7i— I)+(m— 2)(n— 2)+..,+(w— n+l)l. 

Posons m — n=p : on aura : m=n'{'Pf et la formule devien- 
dra : 



R=n(n+p)+(n-l)(n~l+p)+(n-2)(f»-2-[^)+...+l(l4-p), 

c'est-Ji-dire : 

U=[n«+(n-l)^+(n-2)*+...+ P]+p[n+(n-l)+...-|.l], 

ou, d'aprfes les formules connues (60) : 

p_ n(n+l)(2n+l) . ^ n(n+l) 
n— g f-p. ^ 

ou end] [20] R = \ 
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6S. Mo YEN DE VERIFIER DES FORMULES. Nous fcFons coniiattre, 
4 roccasion des forniules pr6c6denles , un mode de raisonne- 
menl tr6s-fr6quemmenl employ^, et qu'il suffira de d6velopper 
sur un seul exeraple. 
^ Supposons que Ton donne» sans demonstration, la formula 

i.+ 2'+3'+...+«'=^+ iK2n+i)^ 

Comment devra-t-on s'y prendre pour en verifier Texactitude? 
On commencera par faire les hypotheses les plus simples : 

^ , n(n+-l)(2n+l) 1.2.3 , 
Pourn = l,ona :-^ — • — ~ ■ — ^=— --=l; ^ 

O D 

n ■ « n(n+l)(2n+l) 2.3.5 ^ ,, , ^, 

Pourn = 2, ona :-^ — ■ — ^^ — -!—'=— —-=5 =l»4-2*; 

b o . 

n n n(n+l)(2n+l) 3.4.7 ,, ,,,«•, ^. 

Pour n = 3, on a : -^ — - — ^^ — -L^=—-^=\k=V+2^+^\ 

6 6 

La formula est done exacte pour les valours 1, 2, 3 du norabran. 
Cela pos6, pour prouver qu'elle est gfin^rale, il sufflt de mon- 
trer, qu'en la supposant vraie pour une certaine valeur da n, 
elle Test, par cela m^me, ppur la valeur imm^diatementsupi- 
rieure. Admettons que Ton ait : . 

11 faut prouver que Ton aura, par suite : 

Les premiers memhres des Equations [a] et [b] onl pour difle- 
rence (n + if. Si done il en est de m6me des seconds mem- 
hres, la premiere- 6galit6 entratne nScessairement la second". 
Or on a : 

(n+rj(7z+2)(2n + 3) n(n + l)(2n+l) 
6 5 

(n-H)r(n+2)(2n+3)~n(2n+l)] _ (n+l)(6n+6) _ 
g g -(«4- 1) • 

Alg. sp. B. 4 



^ I 



50 LIYRE 1. 

Le th6or6me est done v6rifl6. 

Une marche semblable s'appUquerail aiix divcrses formules, 
qui repr^sentent le nombre des boulets dans les difT^rents cas. 



30. Definition descombioaisons; ceque Ton nomme arrangements, pro- 
duits diffi^rents. — 31. Nombre des arrangements de m objets, pris n 
kn, — 32. Nombre des permutations de m objets. — 33. Nombre des 
produits diff^rents de m objets n k n, — 34. Forme plus simple de 
['expression du nombre des produits diff^rents. Le nombre des pro- 
duits differents de m*lettres n ^ n est le m^me que celui de m let- 
tres (m — n) k (m — n). — 3S« Le nombre des produits differents de m 
objets n dnest la somme des nombres de produits differents de(fn — 1) 
objets n a n, et de (w — 1) objets (n — 1) k (n — 1). — 36. Le produit 
de n nombres entiers consecutifs est divisible par le produit des n pre- 
miers nombres entiers. — 37. Formation du produit de m binomes qu 
ontle mdme premier terme. — 38. Puissance d'un binome. — 39. Terme 
general du binome. — 40. Moyen de former un terme, connaissant le 
precedent. — 41 Les coefficients k egale distance des extremes sent 
egaux. — 42. Les coefficients vont en croissant jusqu'au milieu. — 

43. Puissance d'un binome dont le second terme est negatif. — 

44. Somme des coefficients dur binome. — 45. La somme des coeffi- 
cients derang pair est egale k celle des coefficients de rang impair. — 
46. Relations entre les coefficients de deux puissances succcessives de 

(x-\-a). — 47. Puissances successives de \/ — 1. — 48. Developpement 

de (a-{'b^ — l)"*. — 40. Conditions pour que le resultat soit reel. — 
50. Puissance d'un trinome. — ol. Terme general du developpement. 
32. Terme general du developpement de (a-^b-^c+d)^. — 33. Theo- 

remes sur les limites. — 34. L'expression ( l-f" ) ^ une limite, 

(^uand m crott indefiniment. — 33. Gette limite est e, qutlnd m est en- 
tier. — 36. Elle est encore e, quand m est fraction naire. — 37. Elleest 

J, quand m est negatif. —38. La limite de (l +— ) ""ou 

' / 1 \*» 1 
de ( 1 — —j est-. — 39. Somme des puissances semblables des 

termes d'une progression. — 60. Application. — 61 . Somme des car- 
res des nombres naiureU. — 62. Piles triangulaires. — 63. Piles^baso 
rarree. — 61. Tilci k base rectangle. — 63. Moyen de verifier Texao- 



cncore e. 
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lilude de la formule qui doane la somme des carr^ des nombres 
naturels. 

EXEEGICES. 



I. En d^signant par [m] le produit m(m— 1)....(m— n + 1), T^rifier les 
formules : 

1" [(a + b)] = fa] + m|a]6 

2- [(a+Uc)J=fa]+.... 4-^:5;;:^^ 

le second membre contenact les termes analogues k ceux que nous avons 6critS| 
et correspoDdant k toutes les valeursde a^ p, y, pour lesquelles a + P + Y=''i* 

On regarde [a] comme 4gal k I, 

On consid^re chacun des termes comme repr^senlant un nombre d'arrange- 
ments. 

II. Trouver le nombre x des termes da d^yeloppement de (a + & + c}*" et le 
nombre y de ceux de (a + 6 + c + d)*. 



On trouve : 



_ (m+l)(w4-2) _ (m+l)(m4-2)(m + 3) 

*"" . 1.2 ' ^" 1.2:3 



III. V6rifier la formule : 



+ (-"' 1.2 3. ...p i*+i; + • •• 

On d^montre que, si la formule est vraie pour deux valeurs constoutives 
de n, elle est vraie pour la valeur imm6diatement superieure. 

IV. Verifier la formule 

1.2... m- (m4-l> — m.m« + 2ii!!li::il(,n— !)"• 

w(m~'l)(m— 2) ,_ ^, 
Y^^ r«i->2«+.... 
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M^thode analogue k la pr^cedente : ou biea, oa ezprime, de deux mani^res, 
la mr* diffirenee de «• (voir Liv. Ill) . 

v. Trouver le plus grand terme du d6veloppement de (s + a)*. 

Ce terme est : 

m(m~l)....(m^p + l) ^ 

1.2. ...p » 

p 6tant le plus grand entier contenu dans la fraction - — "T ' • 

VI. s et a 6tant donnas, et m augmentant indefinimeat, trouver la limite du 
rapport de leurs ezposants dans le terme maximum du d^veloppement de 
(op 4-0)"*. 

X 

Cette limite est -. 
a 

VII. Trouver le plus grand terme de (a+ft + c)*, et les rapports limites des 
exposants de a, b, e dans ce plus grand terme^ lorsque m augmente ind^fini- 
ment. 

Ge plus grand terme se d^uit de I'exercice IV ; et les ezposants, dans ce 
terme, tendent k 6tre proportionnels k a, h, c. 

VIIK Verifier que (»+o)"»4- («—<»)"• est plus grand que 2x"», en valeur ab- 
solue. £n deduire le maximum de a; + y, Iprsque OB^-\'y^ est donn6. 

IX. Verifier la Tormule : 

, w(r?i — l)....(m— n + 1) . „' ... ^. . 
+ .... + -^^ TTZ^i ^^ *(* -np)-' (r +np)-» 

+ ....+ ma[a - (m— \)^]'n-^\x + (m — Dpj +a;a— mp)-"'. 

Cette formula, da'ns le casde p=sOj ne diffi^re pas de celle du binome : elle a 
lieu, quel que soit p. 

Application de la m^thode- du o? 65 : ou verification directe. 

X. Nombre de manieres de decomposer un polygene en triangles par les dia- 
gonales : d^montrer les formules : 

, P«fi=P« + P-iP3+P«-2P4+ . . . . + PP3P-1 + P. 

A'm deiiignant de combien de manieres cette decomposition pent se fdire, pour ' 
un polvgone dc n c6tes. 
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On cherche, pour la premiere, de combien de dteOmpositions faitpartie cbacuq 
des triangles qui out pour base un m^me cdt^ du poiygoiye ; et, pour la seconded 
dans combien de decompositions entre une mfime diagonale. 

XI. Si Ton consid^re une permutation de n nombres t, 2, 3»...n, que Toa 

dise quMl y a dirangementf quand un nombreest suivi, imm^diatement ou non, 

d'un autre plus petit que lui ; prouver que le nombre total des derangements, 

fi (n ~~' 1 ) 
contenue dans les permutations de ces n nombres^ est ^gal k (1.2...»n)« ■« 

On prouve d*abordque D«+i = (n + 1) D»+ - P«, en d6si^nant parDj,le nom- 

. * .... ., 

bre de derangements relatifs aux permutations des n nombres, et par Pn le 

nombre des permutations. On en .conclut : 

D.f^= (n+ 1) (n + 2^.•.(n^- P)I)« + i [pn + S^HZl^jp,^^; 

et de Ih, en faisant n=: 1^ et changeant ensuite p+ 1 en n, on tire la formule 
demand^e. 

XII. Trouver la somme des carr^s des coefficients du binome. 

Cetle somme est le coefficient de a*»a«, dans.le d^veloppement de {x + a)**. 

XIII. Cette somme pent Stre repr^scntie par les deux formules : 

2n.(2n — 1).. .(n + O 2.6.10.1V...4yi-2 . 
1.2.3. ...n ' 1.2....n * 

prouver que ces formules sont ^uivalentes. 
Application de la methode du n" 65 ; ou verification directe. 

XIV. Prouver que si, dans la somn:e des n fractions 

g_ l— a; , (\—xS{a — !r) , (1 ~.rVa — r) (g^ — .r). ..fg"-' — ap^ 

a ^ —a '* 
on fait X'=:a*y celte somme deviant ^gale k n. 

Application de la methode du n** 05. 

1 -f- - j , lorsque m crott ind6finiment. Cette 
limite est 6*. Former le s6rie qui' la repr6sente. 
XVI. Prouver que la s6rie 

1.4.14.1+ 4. L4. 
dans laqucUe % est un nombre entier, ainsi que les exposants an oc^j... a«> 
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une limite incommensurable, lorsque les difTL^rencesot— si, vj— ai,...'r^,,~'X«. 
vont toujours en augmentant. 

On suit une marche analogue k celle qui a servi pour prouver que e est in- 
commensurable. • 

XVII. Trouver la somme des cubes des n premiers nombres entiers. 

• On trouve (60) \ S, = ^ /^ '^ , ou Sj= S,'. 

XVin. Si Ponnomme S« la somme des m*"" puis {arisen des n premiers nom- 
bres naturels, prouver que Sji est compris entre ^ — -j^r — le , m desi 

9piant un nombre entier quelconque. 

On applique la formule [16], (n« 60). 



CnAPlTRE III. 

COSIPLEMENT D£ LA THEORIE DE8 LOGABITBBILS. 

§ I. Des exposants iDCommcnsurables. 

66. Exposants INCOMMENSURABLES. Nous avons expliqu6, dans 
la preraifere partie (SttO), comment on d^finit un nombre in- 
commensurable, en disant quels sont les nombres commensu- 
rabies plus pelils, et quels sonl les nombres commensurables 
plus grands que lui. Nous avons dit aussi (581 et suiv.) com- 
ment on doit entendre les operations relatives k ces sortes de 
nombres. 

Si Ton considefe I'expression a', dans laquelle a?a une valeur 
commensurable, cette expression a 6l6 d6finie (I, iOS), et ne 

pr&ente aucune obscuril6 ; car, en supposant x egal k — , m et 

n 6tant entiers, on a : 

Nous supposerons toujours que a soit positif, et nous.ne coa- 
sid^rerons que les valeurs rcdles et positives du radical ; il n'y a 
done I^ ni difficult^ ni ambiguili^. Si a; a une valeur negative 
( — TTi), a* est d6flni (I, 80) par T^quation 

ml 

II nous reste done k d^finir a*, lorque a? est un nombre in- 
commensurable, positif ou nogatif. On doit, dans ce cas, adop- 
ter la definition suivante : 

a* est la limite vers laquelle tendent les puissances de *a, dont 
I'exposant commensurable s'approche de plu^s en plus de x. 

Gelte definition est trfes-simple, niais elle exige quelques de- 
veloppements. On pourrait, en effet, se demander si lalimltc 
est bien determinee; et si, quelle que soit la s6rie des exposants 
comuiensurables qui s*approchent iud6finiment de a?, la limite 
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des puissances de a est toujours la mfiiue. Pour le d6monlrer, 
il faut £lablir quelques propositions. 

67. Th]£or£me L Toutes ks puissances commensurahles dCun 
nombre positif sont positives. Ce\dL r^sulle de ce que, commenous 
I'avons dit, nous ne considirons que les valeurs positives des 
radicaux. 

68. Th]£or£h£ II. Toutes les puissances positives d'un nombre 
plus grand que Vuniti sont elles-mimes plus grandes que Vunite, et 
toutes les puissances nigatives sont moindres que Vuniti. 

Lp. contraire a lieu pour les puissances (Tun nombre nxoindre que 
Fu/nit6. 

m 

Soity en effet, a un nombre plus grand que TunitS, et soil a** 
une puissance positive de a; on a, par definition : 

a^z=!^'^', 

or, a etant plus grand que Tuuit^, il en est ^videmment de 

m6me de la puissance entiire a"*, et par suite de y **• 

Les puissances positives de a itant plus grandes \ ue Tunit^, 
r6galit6 

., I 

montre que les puissances negatives, qui sont leurs inverses, 
sont moindres que Tunit^. 

Enfih, si Ton suppose h a une valeur moindre que Tunit^, 

on peut le repr^senter -,, a' £tant plus grand que Funit^; on 

a 

aura alors : 

et il ctt Evident que les valeurs de x, qui rendent a'* plus grand 
que I'uniie, rendent a" plus petit, et r6ciproquement. 

69. Th^or^me III. Si X refoit des valeurs commensurabUs crois- 
santes, r expression a* varie toujours dans le mime sens; elle aug- 
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mente^ si a est plus grand que I'uniU; elle diminue, dans le cos 
contraire. 

Soient, en effet, p ei q deux valeurs commensnrables, posi- 
lives ou negatives, allribu6es siiccessivemcnt h x; on a (1, 9J) : 

a^ 

m 

Or {q — p) est positif, puisque, par hypolh^se, q est plus grand 
que p. Si done a est plus grand que Tunilc^, il sera de mfimc 
dea'-*'; et, par suite, on aura a'i';:>a^. Si, au. contraire, a est 
iiioindre que Tunil^, il en sera de ni6me de a'"** ; et Ton aura 
a''<,a^. Done a* augmcnle, dans le premier cas, quand x passe 
de la val^urp h la valeur ^ ; et il diminuc dans le second. 

70. Theoreme IV. On peuty dans ^expression a*, donner au 
nombre commensurable x un accroissement assez petit pour que a* 
varie aussi peu qu'on le voudra. 

Soil w una valeur commensurable quelconque de a?; je dis 
que Ton pent augmenter m d'une quanlil6 a assez petite pour 
que la difference (a*" *— a"*) soit aussi petite qu'on le voudra. 

V 

On a: a"»-*"»=a^Xa*, 

et, par suite, a*"-*-'— a*" = a"» (a« — I). 

Or a** est un nombre ind6pendant de a; il suffit done de prouver 
que (a*— 1) pent 6tre rendu aussi pelit qu'on le voudra, pour 
des valeurs suffisainment petites de a. 

Supposons d'abord a plus grand que Tunil^. Quelle que soit 
la valeur posilive de a, a" sera toujours (68) plus grand que 
i'unil6. Pour monlrer qu'il en approche autanl qu'on veut, il 
sufQt de faire voir qu'il pent devenir plus pelit qu'un nombre 
quelconque (1 -f e) sup6rleur a Tunit^, et que, quelque soit «, on 
pcut choislr a, de nianierc que Ton ait, 

Posons, en effet, «=-, les valeurs ind6finiment d^croissantes 
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de a correspondant aux valeurs ind^fioiment croissantes dc k; 
rin^galil6 pr6c6dente devieut : 

ou, ce qui revient au mfime : 

(l + £)*<a. 

Or, les puissances emigres de (I + farment une progression 
par quotient croissante, dont les temies (I, 561) peuveqt sur- 
passcr loiite lirnile. La derni^re in6galit6 est done toujours- pos- 
sible; et, par suite, la proposition est d6inontr6e, dans le cas 
dea>l. 

Si a est moindre que 1, on le repr6eente par — , , a' 6tant plus 

1 
grand que runil6; a" sera alors 6gal k -j^^] or, a'* difKranl, d'a- 

pr6s ce qui pr6c6de, aussi peu que Ton voudra, de Tunitfe, il en 
sera 6videmment de mferae de a*. 

« 

71. DEFINITION RiGOUREusE DE a'. Les tB^orfemes qui pr6- 
c^dent sont indispensables pour donner de a* une d^flnilion 
parfaitenient rigoureuse, dansfle cas oil a? est incommensurable. 
Chacun d'eux forme d'ailleurs une proposition qu'il serait indis- 
pensable deconnattre, quand bien m6ine on ne s'astreindcait 
pas, comme nous Tavons fait, k ne laisser subsister aucune diffi- 
cult6 sur ce point important. 

Nous d irons : a* representee pour une valeur incommensurable 
h, aUrihuee a x, tin nombre compris entre les valeurs de a*, qui 
correspondent a des exposants commensurables moindres que )i , et 
celles qui correspondent a des exposants commensurables plus grands 
que h. Gelte definition, analogue a celleque nous donnons, en 
arithm6tique, pour les racines carries et cubiques, et, en alg6- 
bre 616mentaire, pour les logarithmes, assigne k a* une valeur 
unique et d6terinin6e. 

Si Ton suppose, en effet, pour fixer les id6es, que les valeurs 
de a' repr6sentent des longueurs porldes, sur une ligne droite, 
k partir d'une cerlaine origine, les extr6mit6s de celles qui cor- 
respondent a des valeurs de x moindres que h occupcront une 
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certaine region de la droile; les extr6mit6s de celles qui cor- 
respondent aux valeurs de x plus grandes que h en occupe- 
ront une autre; el il resultdy des tMoremes precedents , que ces 
regions sent entiferemcnt s6parees (6d), et qu*il ne pent exister 
entre elles aucun intervalle d'6tendue flnie (70), mais un simple 
point de demarcation. La distance, k laquelle ce point se trouve 
de Torigine , mesure a*. 

SII. L*expression a* peut pren Ire toutes les valeurs positives, lorsque a . 
est un nombre positif, plusigrand ou plus petit que Funit6. 

72. Continuity de la fonction a*. Nous venons de voir (70), 
que si, le nombre a 6tant donn6, 1'exposant x regoit des accrois- 
sements suffisamment petits, Fexpression a^ peut varier aussi 
peu qu'on le voudra. On dit, d'aprfes cela, que cette expres- 
sion est une fonction continm de x; ei le mot continue exprime 
qu'elle ne peut passer brusquernent d'une valcur h une autre, 
§ans 6lre susceptible d*acqu6rir les valeurs interm6diaires. 

75. L'expression a* peut prendre toutes les valeurs posi- 
tives, II r6sulte de la continuite de V expression a*, que, a Uant 
positif^ et X variant de — co a + oo , cette expression peut prendre 
toutes les vakurs positives. Pour le d6montrer, nous dislingiierons 
deux cas. 

l"" aest pte grand que Vunite. Les puissances enlieres cl po- 
sitives de a torment une progression croissante; et, par suite 
(1, 561), il existetoujours un exposant asscz grand pour que a* 
d6passc toute grandeur assignee d'avance. D'ailleurs, pour aj= 0, 
a*devient Tunit^; et, par consequent, la fonclion consider^e, 
pouvant 6tre 6gale k Tunite et k un nombre aussi grand que 
Ton voudra, peut acqu6rir, en vertu de la continuity, toutes les 
valeurs interm6diaires. On voit done que, x variant de i + *> 
a* varie de 1 i -|- oo, et prend toutes les valeurs plus grandes 
que Tunite. 

Si Ton donne k x des valeurs negatives, en posant, par 
exemple, a?= — m, on aura : 

a"*' 
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ct, m yariant de Ji + qo Je d^nominateur dii second membre 
prend toutes les valeurs possibles plus grandes que I'unit^; et, 
par suite»la fraction prendra toutes les valeurs moindres que 1. 
On voil done que, x variant de — oo hO^ oT varie de it 1. 

II est clair, d'ailleurs, que a* ne peut pas prendre deux fois la 
m6me valeur ; car si I'on avait, par exeraple : 



on en conclurait : 



a' = a''^ 



1 = — = a*'-«; 



or, la puissance z^ro d'un nombre plus grand que 1 est 6videm< 
ment la seule qui soit tgalo kYuniik] et Ton devrait avoir : 



x=^x\ 



1 
2* a est plus petit que I'uniti. Posons a= - ; a' sera plus grand 



que I'unit^. On aura : 



a' 



Or, d'aprfes ce qui pr6c6de, x variant de A -)-oo, a'* prendra 
toutes les valeurs possibles supSrieures k Tunit^; done a' pren- 
dra 6videmment toutes celles qui sont moindres. Puis, x variant 
de i — 00, a'* prendra toules les valeurs moindres quel'unil^; 
ct, par suite, a' prendra 6videmment toutes celles qui sonl^plus 
grandes que Funit^. En sorte que, dans ce cas encore, a" peut 
prendre toutes les valeurs positives. 

§ III. Propri^t^s g6n6rales des logarithmcs. 

74. La definition, que nous avons adoptee (I, 572), pormel 
de d^montrer les propri^t^s cssentielles des logarithmcs; mais, 
pour leur 6tude plus approfondie, il est convenabic de prendre 
un autre point de depart; et nous adopterons une definition 
nouvciie. 
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78. Definition des logarithmes. Lorsqu'on a la relation 

a- = 6, 

on dit que a? est le logarithme du nombre b^ dans le syst6me dont 
la base est a ; ef on I'Scrit ainsi : 

x=\ogb. 

Tout nombre positif a un logarithme, dans le systfeme dont la 
base est a, et n'en a qu'un seul; car on a vu (75) que, quand x 
crolt par degr6s continus dc — » i -f-a>, a* passe par toutes 
les valeurs positives, et ne passe qu'une fois par chacune. Les 
nombres n^gatlfs n'ont pas de logarithmes r^els. 

L'ensemble des logarithmes des diff^rents nombres, corres- 
pondant k une mSme base a, forme ce que Ton nomme un 
systhme de logarithmes. Les logarithmes d'un m6me syst^me 
jouissent de propri6t6s fort importantes que nous allons d'abord 
d^montrer. Nous supposons toujours la base positive. 

76. Th^or^me I. Le logarithme du produit de deux nombres est 
igal a la somme des logarithmes de ces nombres. 

Soient, en effet, xei^y les logarithmes des nombres b el c; 
on a (75) : 

a'^ = b^ a^=:=:c; 

et, en muitipliant ces deux Equations membre k membre ; 

a'^v = bc; 

done (x + y) est le logarithme de be ; et Ton a : 

log 6c = log 6 + log c. 

77. Tfl^ORfiME II. Le logarithms du quotient de deux nombres 
est egal a la difference des logarit/imes de ces nombres, 

Soient, en effet, a? et y les logarithmes de deux nombres b et c, 
on a (78) : 

a* = 6, a*=c; * 
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et, en divisant ces'deux Equations membre h membre : 

. b 
c 

done {x — y) est le logarilhme de -; et Ton a : 

€ 

■ 

log - = log 6 — log c. 

c • 

78. Theoreme III. Le logarithme de la puissance n^ (Pun nom- 
bre est egal, quel que soil n {entier ou fractionnaire^ positifou ne- 
gatif) , au produit de n par le logarithme de ce nombre. 

Soil X Ic logarilhme de 6 ; on a : 

d'od, en ^levant les deux membres k la puissance n : 

done nx est le logarithme de 5* ; et Ton a : 

log 6" = n log 6/ 

Ce lli6or6rae comprend ^videmment le thfeorfeme IV (1,502) 
rclalif au logarithme d'une racine. 

79. Theobeme IV. Dans un systeme quelconque de logarithmes, 
l\mite a pour logarithme zero^ et la base du systhme a pour loga^ 
rithme Vunite. 

On a, en effet, quel que soil a, 

80. Th^orIime V. Lorsque la base d^un systkne est plus grande 
que Vunitiy les nombres plus grands que funiti out des logarithms 
pcsitifs, et les nombres moindres que Vunite ont des logarithmes ne- 
gatifs. Le contraire a lieu, lorsque la base est moindre que Vv/nitS. 

On a vu, en efTat (60) , que les puissances positives d'un nom- 
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bre, plus graud que l'unit6, sont plus grandes que Tunitfi, et ses 
puissances negatives sont molndres que Tunitfi. Le contraire a 
lieu pour les puissances des nombres moindres que rumt6. Si 
done a est plus grand que Tunit^, I'^quatioh 

exige que a?, c'est-4-dire ldg6, soit positif, si b est plus grand 
que I'unit^, et n^gatif, dans le cas contraire. 

Si, au contraire, a est moindre que I'unitfi, I'^quation 

exige que a?, c'est-i-dire log 6, soit n6gatif, si 6 est plus grand 
que runil6 , et positif, dans le cas contraire. 

81. Remarque. Les nombres n^gatifs n'otit pas de loga- 
rithmes; carles puissances, positives ou negatives, J'une base 
positive, sont toutes positives. 

% IV. Identity des logarithmes alg^briques et arithm6tiques. 

82. Remarque. II est essentiel de d6montrer que les loga- 
rilhmes, tels que nous les avons d^finis, ne different pas de 
ceux que Ton consid^re en arlthm6tique, et qui naissent de la 
consideration de deux progressions. 

85. Les logarithmes alg^briques rentrent dans les sys- 

T^MES CONSID^R]^S EN ARITHM^TIQUE. Si TOU COUSidferC, Cn Cffct, 

des nombres en progression par quotient, commengant par 
Tunit^ : 

et que Ton nomme x le logarithme de q, les logarithmes des 
di£f6rents termes de cette progression seront (78) : 

0, n?, 2a?, 3a?, . .. . , nx, {n-\-\)x\ 

i\ms\ quand des nombres sont en progression par quotient, com-- 
inengant par Vuniiiy leurs Idgarilhmes (75) forment une progression 
arilhmstique commencant par 0. 

Si maintenant on insure un nombre k de moy ens entre les 
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tcrmes consteutifs des deux progressions, on dit, en arithm 
tique, que les termes introduits par la, dans la progression pr- 
differences son* ^ps '* xrithmes des termes correspondants ^ f'' 
progression % nt. Or nous allons voir que les consequences 

de cette d^fi ^n sont d'accord avec celle que nous donnons en 
algfcbre (78) 

Si, en effel, nous ins6rons k moyens entre les termes q"", 9""*'*, 
de la progression par quotient, et k moyens entre les termes nrc, 
(n+l)a?, de a progression par difference, les raisons des pro- 
gressions fori 6es par ces moyens seront 






et le p*"' moyeh sera, dans la progression par quotient, 
el dans la progression par difference, 



nx 



+K*fi)' 



Mais on a : q^'X C\/'g/ = 9**"^*?i ? 



nx 



+''(*fT) = K"+*fT)' 



et, puisque x est, par hypothese, le logarithme de g , le second 
do ces nombrcs est bien (78) le logarithme du premier. 

Ainsi, lorsquon insere un meme nombre de moyens dans les deux 
progressions, les termes introduits dans la progression par difference 
sont les logarithmes (7S) des tennes correspondants de la progression 
par quotient, 

84. Reciproque. Nous venons de voir qu'un systfeme de lo- 
garilhmes, Icl que nous Tavons d6fini (78), pent loujours r6- 
sulter de la consid6ralioh de deux progressions convenablement 
choisies, et rcntre ainsi dans les sysl^mes consid(§r6s en arith- 
ni6lique. On pcut fairc voir aussi que le systeme de logarithmes, 
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^'Jfini par deux progressions quelconqueSy satis fait toujours i la 
-iifinition donnie (75). 



boi/, €n effet, le systfeme d^flni par les t jgressions : 



*> 9« Q i * • • • Q 7 • • • • 

, By 2$, • • • • nBy . • • • 
Posons 9**=P> n5=Y, ■ ' 

Y ^tant le logaritbme de P; on tire de la secoDdade ces Equa- 
tions : 

. et, en remeltant cette valeur dans la premifere, 

/=P, ou (g«) =p 



Y est done I'exposant de la puissance, k laquelle il faut Clever la 

base fixe gS, pour reproduire le nombre p; y est done le loga- 
rithme de p pris, d'apr^s notre nouvelle definition, 'dans le 

syst^me dont la base est ^3. 

g V. Des divers systdmes de logaritbmes. 

8S. Comment on passe d'un syst^me a un autre. Le nom- 
bre a, dont les puissances servant k former tons les nombres, 
se nomme la base du syst^me de logaritbmes que Ton consid^re. 
Si Ton change de base, tons les logarilhmes changent; mais il 
est facile de voir qu'i/s conservent des valeurs proportionnelUSy ct 
se multiplient tous par un mime facteur, que Con nomme module 
du nouveau systeme par rapport au premier, 

Soienl a el a' deux bases quelconques, x el a?' les logarilhmes 
d'un mfeme nombre b dans les deux syst6mcs, de sorle que Ton 
ail : 



[1] 


a' — b, 


[2] 


a'" = b. 


Alg. sp. B. 
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Prenons les logarithmes des deux membres dc la premi&re 
Equation, dans le syst&me dont la base est o!\ nous'aurons : 

[3] Xla'0> -- la'^i 

le signe Ia< d^signant le logarithme d'un nombre dans le 
syst^me dont la base est a , Or, si on se rappelle que x est le lo- 
garithme de b dans le syst^me dont la base est a, I'^quation [3] 
prouve que les deux logarithmes dii nombre b, dans les sys- 
t&mes dont les bases sont a' et a, ont pour rapport le nombre 
constant h^a. 

On aurait pu, ^galement, prendre les logarithmes des deux 
membres de I'^quation [2], en operant cette fois dans le syst^me 
dont la base est a; on aurait eu alors : 

Done le rapport des deux logaritbnies da nombre by pris, res- 
pectivementy dans les syst^mes dont les bases sont a' et a, est 

T-7. Nous avions trouv6, plus haut, que ce m6me rapport est 

la'a. Pour que ces deux r^sultals coincident, il faut que Ton ait 

Or, cette £ga1it£ est ividente ; si Ton pose, en effet : 

on a, par definition, a» = a', 

Remettant, dans la seconde Equation, la valeur de a' fournie par 
la premiere, il vient : 

(«»)• =: ay = a. 

Done on doit avoir : yz=l. 

86. Logarithmes n^p^riens. Les logarithmes ont &i& d^cou* 
verts, au commencement du dix-septi^rae siftcle, par J Neper, 
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baron ^cossais. La base de son syst^me est le nombre incom- 
Diensurable e, que nous avons d^fini (27). Ges logarithmes se 
nomment logarithmes nipirienSy et on les d^signe par la lettre L. 
CaUet les a inscrits, dans ses tables, sous le nom de hgarithmes 
hyperboliques. Ge sont eux qui se pr^sentent le plus naturelle^ 
ment dans Tanalyse math^matique. 
Gonsid^rons les deux progressions : 



Hi:iH-a:(i+a)*: (i+a)» :..... :(i+ar: 

•f 0. p . 2p . 3p mp . 



a et p £tant excessivement petits, aGn que les termes croissent 
tr6s-lentement, et que Ton puisse regarder tons les nombres 
comaie faisant parlie de la progression par quotient. On pent 
d^finir le syst^me de logarithmes, en donnant la limite vers la- 

quelle tend le rapport -, quand a et p tendent simultan^ment 

oc 

vers z^ro. N^per supposa cette limite £gale k 1. Dans cettebypo- 
Ih^se, les deux progressions sont : 



f5 1 :(i-f.a):(i.+a)»:(i + a)»: :{i+a)«: 

•f . a . 2a . 3a ma 

Si la base est (1 + «)"> son logarithme ma est 6gal k Tunit^, 

1 / l\"* 

par suite a = — , et la base devient ( 1 H — ) .Siatendversz6ro, 
^ m \ .' mj 

m crolt sans limite, et Texpression ( 1 + — ) converge (ttti) vers 

■ ^ 

le nombre e, base du syst^me n^p^rien. 

87. Logarithmes vulgaires. Les logarithmes nep6riens ne se 
pr^tent pas commod^ment aux calculs num^riques, parce que la 
Ijase est incommensurable. Aussi, quelques ann6es aprfes la pu- 
blication de N6per, on construisit une nouvelle table de loga- 
rithmes, dits logarithmes vulgaires, dont la base est 10. Ge sont 
ces logarilhmes, dont nous avons, dans la premiere partie, 
expliqu6 les usages et d6velopp6 les applications. On les d6- 
slgne par le signe log. 
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Si I'oQ appelle xeXy les logarithmes d*un m6me nombre daus 
le syst&me ndp^rien et dans le syst^me vulgaire, on a : 

d'oiiy prenant les logarithmes dans le premier systftme, on tire : 



x=yL.\Oy ou y=Y-^x. 



10' 



Ainsi, pour obtenir les logarithmes des nombres dans le systhme 
vulgairCf on multiplie les logarithmes nipiriens des mimes nombres 
par I'inverse du logarithme nApirien de la nouvelle base. C'est ce 

facteurT— 7^9 que Ton nomme sp^cialement module du syst&me 

vulgaire. En le d^signant par la lettre M^ on a : 

y = Ma?. 

Si Ton avait pris les logarithmes des deux nombres dans le 
syst^me vulgaire, on etii eu : 

x\oge=y. 

Done M = log.e. 

88. Logarithmes n£gatifs. Lorsque, dans T^quation 

a' = b, 

le nombre b est moindre que Tunit^, a £tant plus grand que 1, 
son logarilhme x est n6gatif : car on a vu (75), que c'est en fai- 
sant vafier a? de 2i — oo , que Ton fait prendre k a' les valeurs 
comprises entrc ct 1. Ainsi : les nombres moindres queVuniti 
ont des logarithmes negatifs, Ces logarilhmes jouissent de toutes 
les propri6l& d6monlr6es plus haut (76, etc.); car on n'a fait 
jusqu'ici aucune hypoth^se sur le signe des nombres consid^r^s. 
On remarquera seulement que les logarithmes negatifs ne sont 
pas directement fournis par les tables. Mais leur determination 
n'offrira pas pour cela plus de difticult^s. Supposons, en effet. 
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que le nombre b, plus petit que Tunit^, soit donn6 sous forme 
d'une fraction — ,on aura : 

lo*: — ~ log m — log 71 — — (logn — logm) ; 

et, par suite, lelogarithme n^gatif s'obtiendra par una soustrac- 
tion. 

Mais les logarithmes n^gatifs ne sont d'aucun usage; et il est 
facile, lorsque Ton en rencontre, cle les preparer, de raani^re 
que leur caract^ristique seule soit negative. On a, eu^ffet, par 
exemple : 

— 3,4582764 = 4 — 3,4582764 — 4 = 4,541 7236 ; 

c'est-i-dire que Yon augmente d'une uniti la caracUristique^ on la 
prend dvec le signe — , et Von r^iplace la partie dMmale par son 
compUmen: {l,Aii). 



. YI. Resolution des ^qaalions exponeatielles. 

89. D^FmiTioN. On dupfeWeiquationexponentielle une Equation 
de la foraie 

dans laquelle a et b sont deux nombres positlfs donnas. R6sou» 
dre ['Equation, c'est trouver la valeur de x, pour laquelle elle est 
satisfaite. 

90. RfaoLUTioN DE l'iSquation a* == b. Pour trouver cette va- 
leur de Xy 11 suffit de prendre les logarithmes des deux membres 
de r^quation. On aura ainsi : 

a? log a = log ft, 
losb 



et, par suite, x = 



\0'Aa' 



'o 



La basc'du sysf&me, dans lequel les logarithmes sont calculus, 
est arbitralre. Cela n*a, d'ailleurs, aucune influence sur le r^sul- 
tat : car on a vu (85), qu*en passant d*un syst^me k un autre. 
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on doit multiplier tous les logarithmes par un m6me nombrc; 
et, par suite, le rapport p^ n'est pas changfi. 

91. RfcoLunoN DE l'equation o** = c. On peut r6soudre, par 

les mftmes proc^dfes, Tiqualion a** = c, dans laquelle a, 6, c, 
sont des nombres positifs donnas. Gar, en prenant les logarith- 
mes des deux membres, on a : 

fbga 

Pour que la solution existe, il faut que log a et log c soient de 
m^me signe : on peut alors les supposer positifs; et prenant, 
une seconde fois, les logarithmes, on a : 

lo^Mop^r — log: lo^a 



§ VII Remarques sur les questions d'int^rSt. 

92. Nous avons expos6 compl^tement, dans la premiere par- 
tie, les applications de la th^orie des logarithmes aux questions 
d'int^r^ts composes. Nous n'y reviendrons pas ici; etnous nous 
bornerons k la remarque suivante. 

On a d^montr^, qu'une somme A, plac^e k int^rfits composes, 
devient, apr^s n ann^es, 

A(l-}-r)\ 

Les conventions, faites sur les exposants n^gatifs et fraction- 
naires, permettent, maintenant, de g6n6raliser cette formule. 

Si n est fractionnaire et repr6sent6 par -, supposons que Fon 

itende le prinripe des interits compost aux fractions d'annee; et 

nommous a?, c c que rapporte 1 franc, pendant - d'ann6e. 

1 franc rapportant x apr^s - d*ann6e, devient, au bout de ce 

temps, {\'\' x)\ et une somme quelconque, plac6e pendant le 
mfimetempBi se multipliera par (l -|-^)* Si done on place 1 frano 
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pendant - d'ann^e, c*est-Ji-dire pendant une ann^e enti^re, il 

sc mullipliera gfois par (1 4-^) ou par(l 4-^)';et, comraed'aiU* 
leurs il doit devenir 1 -|- ^> on a : 

(l + a?)« = l+r; 

d'oii Ton d6duit : 1 +a?=(l +r)«'. 

El il eiit Evident que 1 franc, plac6 pendant ^ ann^e, se mul- 

t 

lipliera par (l + a?y, c'esl-i-dire par (1 + r)«, at que, par suite, 

une somme quelconque A deviendra 

A(l+r)''; 

ce qui est conforme au r^sultat £nonc£. 

2* Si n est n^gatif, nous enyisagerons la question de la ma- 
nifere suivantc : 

Une somme vaut aujourdJhui A; elle est plac6e depuis un tmips 
indetermine : comtden valait-elley ily an annie^f 

Si Ton d6signe par X la valeur inconnue, cette somme, pla- 
c&(t pendant n ann^es, est devenue A; par suite, d'apr&s ce qui 
precede : 

A = X(l+r)S 

d'oii i'on d6duit : • X=:A(l+rr"; 

ce qui est encore conforme kh formule donn^e plus haut. 

G6. Des exposants incommensurables. — 67, 68, 69, 70. Lemmes sur les 
puissances commensurables. — Definition rigoureuse de a*, quand 
X est incommensurable. — 72. La fonction a' est continue. — 73. Lors- 
que X varie de — oo k -{-co^a etant positif, a* prend toutes les valears 
positives, et ne prend cbacune qu*une seule fois. — 74, 71$. Nouvelle 
definition des logarilhmes. -^ 76( Logarilhme d'un ppoduit. -^ 97. Lo- 
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garithme d'un quotioDt* — 78. Logarithme d'une puissance. — 
79. Logarithme de 1, et logarithme de la base. — 80. Nombres qui obt 
des logarithmes positifs, et nombres qui ont des logarithmes n^gatifs. 
— 81 . Les nombres n^gatifs n'ont pas de logarithmes. — 82 . Re- 
marque. — 83. Si des nombres sent en progression par quotient , leurs 
logarithmes soot en progression par difference. Gas ou Ton insure de 
nouveaux termes dans les progressions. — 84. Les logarithmes, d^finis 
dans la premiere partie, sontles m^mes que ceux qui r^sultent de la 
definition nouvelle. — 85. Comment on peut passer d'un syst^me k un 
aatre. — 86. Logarithmes nep^riens : leur base. — 87. Logarithmes 
vulgaires; leur module. — 88. Logarithmes n^gatifs. — 89. Definition 
de r^quation eiponentielle. — 80. Resolution del'^quation a*=&. — 

91 . Resolution de I'^quation a« =c. — 92. Generalisation des formules 
relatives aux questions d'interet. 

EXERCIGES. 

I. Resoudre les equations : 

JL JL 

On trouve: x=l^] , t/=/2) 

n. Resoudre les equations : 

x9=^y'y p'sqp. 

U. Resoudre requation : 

On trouve • 41og54-2logli~log7 

^° ^'°"''® • 21og3 + 3Iog5-log7+logll- 

IV. Resoudre requation : 

On trouve : 

o- ^ !» log ia—h) 

Sia>&, ^= 1 / . Kv ; 

log(a+b)' 
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log (6 + a) 
y. R^udre rdquation : 

5*f 1 + 5--J — 5^ 4- 5^ = 4739. 

On trouve : *=4 + ',23^^-111^^ 

log 5 

VI. R^soudre Tequatiou : 

3«*-«*+*=1200. 

On trouve: x=2±:\/^^^. 

V log 3 

VII. R^udre I'equation : 

7»*— 6.7' + 5=0. 
On ramene la resolution k celle des equations : 

7'=1, 7*=5. 

VIII. R^udre i'equation : 



On trouve : 



V logo 



CHAPITRE IV. 

V£RIFICATlON BES FOMIULES B'ALGEBRE, 

I 

S I. Conditions d'ideotit^ de deux polynomes. 

05. Lebime. Lorsqu'un polynome est ordonni par rapport aux 
puissances croissantes fTune variable x, on peut donner a cette vor 
riable une valevr, positive ou negative, assez petite riumeriquementj 
pour que, pour cette valeur et pour toutes les valeurs inferieures^le 
polynome prenne et conserve le signe de son premier terme. 

Soil, en effet, le polynome : 

Arc"* + Bx» + Ca;'»+ .. .. + IIx«, 

dans lequel les ei^posants m, n, p, .... t, vont en augmentant. 
On peut r^crire sous la forme : 

Arc"»(l + ?a;»-'»+^a'»— +.... + ?a?^«V • 

Or, si Ton donne k x une valeur trfes-pelite, chacun des termes, 
qui suivent Tunit^ dans la parenthese, prend une valeur f r^- 
petite, puisque les exposants sont positifs; et, comme leur 
nombre est fini, la quantity, renferm^e enlre parenlhfeses, dif- 
ftre tres-peu de Tunit^. Le polynome prend done une valeur de 
m^me signe que Aa;" ; et il conserve ee signe pour toutes les 
valQurs int6rieures de a?. 

94. Th^or^me I. deux polynomes, rationneU et entiers en x, m 
pelLvent elre egaux, quelle que soit la valeur attribute a Xy que s'ils 
sont composes identiquement des memes termes. 

Soient, en efl'etj les deux polynomes , ordonn^s par rapport 
kx. 

[1] Paf* + Wx'^-' + ]\x^-' -j. . . . -f- p„ _,a; + P., • 

[2] Ox" + Oio?"-^ + Qia;»-'+ .... + Qn-ii; + On. 
Si les deux polynomes [l] et [2] doivent 6lrc 6gaux, quel que 
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soita?, ilsle seront, en particulier, par a?= 0; et par conse- 
quent, on doit avoir P« = On. En supprimant ces deux lermes 
comuiuns, les deux resles seront encore 6gaux; et leur diffe- 
rence devra 6tre nuUe, quel que soit x. Or celle difference, pr- , 
donn6e par rapport aux puissances croissantes de a?, a pour 
premier terme (P«-^ — On-i)a?. Si ce terme n'6tait pas nul, on 
poiirrait, d'aprfesle leinme, prendre x assez petit, pour qu'il 
donuclt son signe h la diff6rence ; celle-ci ne serait done pas 
nuUe pour cetle valeur de x. Done Pm-i=Qn_i. En supprimant 
les deux lermes 6gaux du premier degr6 , on verra de mfime, 
que la difference commencera par un terme du second degr6 
(Pm-j — Oi»-i)a?*, qui devra 6t.re nul h son tour. Et, en conti- 
nuant, on concluera que les termes doivent 6tre, dans les deux 
polynomes, les m6mes et en m6me nombre. 

98. THfioRfeME II. Bmx polynomes entiers et ratUmnels, quirevr 
ferment un nombre quelconque de lettres arbitraires^ etind^pen^ 
dantes les unes des autres , ne peuvent tire igaux , que s'ils sont 
composes identiquement des mimes termes. 

Pour etablir ce th6or6me, il suffit de montrer que, si la pro- 
position est vraie pour deux polynomes renfermant n* lettres 
arbitraires, clle le sera aussi pour deux polynomes qui en con- 
tiendraient (n + 1). Gonsiderons , pour cela, deux polynomes 
renfermant (n-f-1) lellres, a?, y, z, w, t;,....p; ordonnons-les 
Tun et I'autre, par rapport h Tune de ces lettres, x par exemple ; 
ils prendront la forme : 



[1] Aoa;"» + A^a?"-* + A,a;-^4- .... +A«, 

[2] Boa;'* + B.a?''-* +B2a?"-^+.... + B»; 

A|, A4, A2,....Am> B|, Bi, Bj,....Bn, contenant les n variables, 
y, z, u, Vy....p, Les polynomes [I] et [2] 6tant ^gaux, quel que^ 
soil a?, on doit avoir (94) : ) 

[3] m=^n, Ao = Bo, Ai=B|, Aj=Bf,....Am=Bn. 

Or le lh6oreme est admis pourlecasde n«vanables; done les 
6galit6s [4] exigent que les polynomes A, el B„ Ai et Bi,.... 
A.^ et B» soient respectivemehl composes des mfimes termes; et 
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que, par consequent, les polynomes [1] et [2] soient identique- 
ment les m6mes. 



S II. V^riQcation de r6galit6 de deux expressions alg^briques. 

96. Gas od toutes les quantitj^s arbitraires sont ind^pen- 
DANTES LES UNEs DES AUTRES. D'apr^s le th^or^me precedent, 
pour v^rifler une Equation entre quantit6s arbitraires, il sufflt 
d'en faire disparaltre les radicaux et les d^nominateurs, et de 
constater que les deux membres sont composes idenliquement 
des m^mes termes. 

Si cela n*a pas lieu ^ on pent affirmer que r^galit^ propos6e 
n*est pas exacte pour toutes les valeurs des lettres qu'elle ren- 
ferme. 

97. Gas ot les quantit£s arbitraires ne sont pas toutes 
indiSpendantes. Lorsque T^galit^ n'a lieu qu'en vertu de cer- 
taines relations entre les lettres qui y sont contenues , ii faut, 
pour la verifier, exprimer, au moyen de ces relations, un certain 
nombre de lettres en fonctionde celles que Ton pent consid^rer 
comme arbitraires I et substituer ces valeurs dans I'^quation 
propos6e. Apris la substitution, Tiquation rentrera dans le cas 
precedent. 

% 111. Application a queiques probldmes. , 

98. Probl&mb I. Examiner si les iquations 

[1] r+-=i> ^* + ^=l [2] 

entratnent la suitmite : 
[3] cc,Cj-fYYiYi = 0. 

On a ici deux relations [1] et [2] entre les six quantit^s e, ^^ ct, 
T> Yi> Ys \ ^^ doii done en tirer les valeurs de deux de ces six 
quantit^s en fonction des quatre autres. On en tire de Tiqua- 
tion[ll: 

[4] Y = -^^7 ^» 
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On lire de [2] : 

Yi = ^i — y» 

ouy en reniplagant y par la valeur [4] : 

ou: • 

Si Ton substitue ees valeurs dans r6galit6 k virifier [3], on a : 

T«(Y5— 

ce qui devient une identity , quand on supprime le facteur 
(Yi — (;)Yi commun au num^rateur et an d^nominaleur du se- 
cond terme. 

99. Probleme II. Examiner si Vegaliti 

ad — be ac— bri 



ti] 



a — b — c-|-d a — b + c — d' 



entraine Vigaliti 

roi »c— bd _ a + b + c + d 

'• ■• a--b + c — d 4 

U fauty conform^ment h la m^thode indiqu^e, d6duire de 1*6- 
galit6 [I] la valeur de Tune des quatre lettres qu'elle renferme, 
ct substituer celte valeur dans I'dquation [2], qui doit alors de- 
venir identique. 

Si Ton chasse les d^nominateurs de T^quation [1], il vient : 

a*rf — ad{b-\'d — c) — ahc-\'bc{h-\-d — c) 
= a}c — ac{b -j-c —d) — ahd-\'hd{b'\-c — d), 

ou, en r^unissant les termes en a, et r^duisant : 

[3] a«(c/ — c)-a(c/^-c^) — (/*((i — c) + ^(d» — c*)=o'. 
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Si Ton divise tons les termes par {d - c), il vient : 

ccqui peut s'6crire: 

[4] a»— 6* — (a — 6)((;+^i) = U, 

0U9 en divisant par (a — 6) : 

a+6 — c — d = 0, 
c'csl-i-dire : a = c + d — &. 

Si Ton remet cette valeur dans r^quation [2], elle devient : 

c'4-cd— c6~6fig __ 2c + gd 
2c — 2^ ~, 4 * 

ce qui a lieu idenliquement. 

R^ARQUE. Nous avons supprim^, dans les Equations [3] et 
[4], les facteurs (d — c) el (a — h), Le r^sullat tfesl done appli-- 
cable que dans Ic cas od ces deux differences ne sonl pas nulles. 
On peut verifier, en eflfet, que pour a = 6 cOmine pour c-=d, 
r^quation [1] devient identique, et ne peut, par suite, entratner 
aucune consequence. 

93. Lemme sur la valeur et le signe d'un polynome, lorsqu'on donne \ la 
variable une valeur tres-petite. — 84. Th^or^me sur les conditions 
d'^galit6 de deux polynomes contenant une lettre arbilraire. — Ei- 
tension de ce theor^me au cas oil les deux polynomes renferment ua 
r.ombre quelconque de lettres arbitraires. — 96. Moyen de verifier une 
(!*qiiaiion entre diverses quanlites arbitraires. — 97. Cas oil ces quan- 
li(6s arbitraires sont li^es par certaines relations. — 98, 99. Applica- 
tion k quelques probltoes. 
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£XER€IGES. 

I. Verifier que les deux Equations : 

ajt/— Mt?=2— 2 (u + t?), 
entrainent la suiyante : 

n. verifier que les deux ^uations : 

a + c=26, 5+5=j, 

a c 
entratnent la prgportion : b~d' 

III. Verifier que le volume d'un segment sphSrique k deux bases, 

l7cH3 + inH(R»+r»), - 

est la difT^rence de deux segments spheriques It une base^ ayaut R el r pour 
layons de bases, c*est-i-dire , qu'il est 6gat k 

H' et h' satisfaisant aux conditions que la g6om6trie indique facilement : 

p 6tant le rayon de la sphere. 
On applique, pour ces trois exercices, la m^thode g6a6rale (99)* 

IV. Verifier, que, si Ton a : 

A__B_C_D 

on a ausdi t 

v/Aa+V^B6H-v'Cc+>/D3=;V(A + B + G + D)(a + 6 + c4-d)» 

V. Si Ton d^signe par S* la somme des m premiers termes d'une progression 
par quotient, dont q est la raison, verifier que la somme des produits^ deux k 

deux, de ces m premiers termes est —^—. S«S,i^i. 
' 9 + 1 

On s'appuie sur cette proposition,^ que la somme des produits deux k deux est 
la moiti^ de la differ 3nce entre le carre de la summe et la somme des carr^s. 
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YI. Si Ton considere la suile des nombres 

1,2, 3, 5, 8, 13, 31, 43.. ..t 

dans laquelle chaque tenne est h somme des deux prMdeats : promrer que la 
difference entre le carrt d'nn tenne et le produit de oenx qui le oomprecnent, 
est, en Yileur absolue, ^gale i I'unite. 

On pronYe que cette difference a nne valeur absotne canstunte. 

Yn. Verifier que P^quation 

V(y-P)'+(*-«)'+vy-PO^+(^-«')*=v'(P-P)»+(«-«r 

y-P_y-P' 



entraSne la suivante : 



s — a » — ot** 



On cherche i rendre rationnelle Tiquation donnfe, et i decomposer ses deux 
membres en facteurs. 

VIII. D^nohtrer que les six Equations 

«» + P» + t' = 1, «V + p'P" + y't'=o, 

a'» +p^-Vy»=l, ao' +PP' +77' =0, 
a''+p«+Y^=l, aa'+pp- +7/=0, 

entralnent les 7 ^nations suivantes : 

a» + a'» + a'^= 1 , a? + o'p' + a'p'zzrO, 

P» + P'» + P'»=l, . a7+aY+aY=0, 

7'+7"+7'»=l, P7+PY+PY-0, 

a}a!^9l^ + P'p'^P"' + -^Uf^n _. ^^^i^i ^ aupo^i ^ ti'^^'^. 

On r^sout ^gadement ces ezercices^ en posant : 

ot«' + ay+aV=«, 
pa^ + PV+pV=y, 

7* +7'y'+y^=x, 

et en cherchant^ obtenir, de deux manieres, en vertu des relations donnas, 
la somme of^ + y^ + i", en», y, s. Pour la derni^re verification, on cherche 
i d^duire des relations donnees une valeur de aVa*^ + P^'*P**+7YV» Qui m 
change pas^ quand on y change a' en p, a'' en y et p" en •{, 
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IX. L'ifiqaation -i— + r-^ = -7^ + ^ 



a-\-x 6 + ap a'+x b' + x 

ne peat avoir lieu, quel que soit x, que si a et & sont respectivement ^ux & 
a'ety. 

X. D^ontrer que i'^quation 



a a' 



ne peut avoir lieu, quel que soit x, que si Ton a : a=;a', &=&'• 
On applique, pour ces deux ezercices, le thdor^me (04k), 
XI. Verifier que les quatre Equations 

aoi + &« = Pt> PP' + 5&'=0i«i , 

entrainent la suivante : 

On obtient ce resultat, en eliminant p, p', Yf / ^'^^^ ^^^ ^uations propo* 
sees* 



Alg. sp. B. ^ 



CHAPITRE V. 

METHODE DE8 COEFFICIENTS INDETERMINES. 

100. DEFINITION. Lorsqu*on chercbe k d^termiDer, d'aprte 
certaines conditions y un polynome ordonn^ par rapport h, une 
lettre donn6e, la m^thode la plus simple et la plus naturelle 
consiste k 6crire ce polynome, en iaissant inditermirUs ses coeffi- 
cients et quelquefois son degr6. On exprime ensuite qu*il satis- 
fait aux conditions propos6es ; et Ton obtient ainsi des Equa- 
tions, dans lesquelles ces coefficients et ce degr^ entrent comme 
autant d'inconnues, dont elles font connaltre la valeur. 

Nous allons appliquer cette m^thode k la division des polj- 

nomes et k Textraction de leurs racines. 

» 

% I. Division des polynomes. 

101. Gas od la division doit se faire exactebient. Soiti 
diviser un polynome , de degr6 m , 

A,a?- + Aior-* + A,a;"-» +.... + A«, 

par un polynome, de degr6 n, 

II faut que le quotient, multipliE par le diviseur, reproduise 
identiquement le dividende*. Or, si Ton dEsigne par a le degr6 
du quotient, celui du produit sera (n + «} : on devra, par con- 
sequent , avoir : 

m^=n'\'^j ou a = m — n. 

Gonnaissant ainsi le degr6 du quotient, et, par suite, le nombre 
de ses coefficients 6gal k (a-f-1), on pourra, en disignant 
chacun d'eux par une lettre particuli^re, effectuer le produit du 
quotient par le diviseur. Ge produit, ^tant dudegr6 m, sera 
compose de (m + 1) termes : en les 6galant aux termes corres- 
pondanls du dividende, on obtiendra (m-fl) Equations du pre- 
mier degr6 cnlre les (m— n + l) coefficiente inconnus. II suf- 
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lira, pourles d^lerminer, de rSsoudre (m — n+l) Equations; 
les n autres devront 6tre satisfaites d'elles-m^mes, et seront des 
Equations de condition. 

102. Gas oilr la division laissb un reste. Si I'on veut appli- 
qiier la m^thode des coefficients inditermin^s k la recherche du 
quotient et du reste , dans le cas od la division n*est pas pos- 
sible, la question doit 6lre pos^e de la mani^re suivante : 

Trouver un polynome^ qui^ multiplie par le dimseuvy donne un 
produity dont la difference avec le dividende soil de degre moindre 
que le diviseur. 

On devra, dans ce cas, ^galer seulement, aux termes corres- 
pondants du dividende, les termes de ce produit dont le degr£ 
n'est pas inf^rieur au degr6 n du diviseur : on obliendra ainsi 
(m— n + 1) Equations (les mtoes que si Ton cherchatt un 
quotient exact) , qui perraettront de determiner tous les coeffi- 
cients du quotient. La difference, entre le dividende et le produit 
du diviseur par le quotient, sera le reste. 

i05. Calcul des coefficients du quotient. Les (m — n + l) 
equations, qui d^terminent le quotient, offrent une forme re- 
marquable, qui rend leur resolution trfes-facile. Soil, en effet, 

le quotient inconnu. En mullipliant ce quotient par le diviseur, 
on a 6videmment : 

B.CoO;" + (BiCo + BoC,) a;-' + (B,C, + BiC* + B.C,) a?— » + . . . . 
+ (BkG,+B»-tCi + ....B,Ck-t + BoCOa;— * + .... 

£t, en egalant les coefficients de ce produit k ceuz du dividende^ 
on a : 

B.Co=A„ BiCo + BoC,=:A,, BjCo + BtCi-f BoC, = A,, 

BfcCo + Bk-iCi + .... + BiC»-4 + BoC*=^ Ak .... 

La premiere Equation ne contient done que Tinconnue C,; 
C, 6tant connu, la seconde permettra de calculer Ci, qui n'y 
entre qu'au premier degrfe; C, et Ci 6tant connus, la troisiftme 
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Equation permettra de calculer G^ , qui n*y entre qu*au premier 
degr6. En g^n^ral, chaque Equation renferme, au premier de- 
gr6, une inconnue qui ne figurait pas dans les pricMenles, et 
qu'elle permel de determiner. Ainsi, Gt Ggure, pour la premiere 
fois, dans le coefficient de o:^*; en sorte que les ft premieres 
Equations ne renferment pas cette inconnue. Quant & la (fc-f-l)"*? 
clle renferme G» au premier degrfi. 

i04. Application. Appliquons la m^thode pr&^^denle k un 
ezemple. Soil & diviser 

par a;*+pa;-f<7. 

Le quotient doit 6lre du quatri^me degr^. D^signons-le par 

a;* + wi^a;* + r??2a?' + rwja; -f-m*; 
En formant son produit par le diviseur, on obtient : 

a?' + (P + ^0^ + (^ +P^i + '^^^^ + {^)n^ +pi77, + mi)Qf 
+ (gm,+/7ms+m4)a?»+(9m3+pm4)a? + gm4. 

En ^galant les termes de ce produit , dont le degr6 surpasse 
i'unilfi, aux termes correspondants du dividende, on a, pour 
determiner wii, m,, m, , w^ , les equations : 

P + Wi = A4, g+pwi+w?j = Aj, r7W7i + pmj + m, = A,, 

gw?j4-;??n8 + w?4 = A4. 

La premiere fera connallremi; la seconde, mi etant connu, 
fera connatlre m,; la troisieme donnera ensuile fn, , et la qua- 
Iriemem*. 

On verra, sans peine, que cette m6lhode conduit aux memes 
cdlculs, que la m6lhode exposee dans la premiere parlie. 
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% II. Extraclion de la racine wr* d'un polynome* 

'% 

lOS. M^THODE GEN^RALE. Soit le polynome : ! 

d6signons sa racine m*^ par 

BoX* -f Bio;"-* + Bax'-* + , . . . -I- B^. 

II faiU, par definition , que Ton ait identiqaement : 

(BoX" + Bia?***' + Bja?"-«+ . . . . + Bn)- 
= A,a:''+ Aiz"-* + Aaa;*^' + . . . . + Ap. 

Pour que les deux membres soient de mfime degr6, il faut que 
Ton ait : 

Si done p n'est pas un multiple de m, le probleme est impos- 
sible. Si p est divisible par m, le degr6 de la racine sera 

— : on connallra, par suite, le nombre (-^+ 1 ) de ses coeffi- 
cients. On pourra 61eve'r celte racine i la puissance m"*; on for- 
mera ainsi un polynon)e du degr6 p. En 6galanl les ( — + 1) 
premiers termes aux termes correspondants du polynome donn6, 
on obtiendra f — + 1) equations, pour determiner les coeffi- 
cients inconnus. Les Equations, qui expriment T^galite des 
termes suivants, devront 6lre salisfaites d'elles-m6mes , si le 
probleme est possible : ce sont des Equations de condition. 

i06. Galcul des coefficients de la racine. Les (— + 1 ) equa- 
tions, qui determinent la racine, ont une forme reraarquable, 
qui rend leur resolution trds-facile. En effet, dtinsle developpc- 
ment d^ 

(B,a;»'+B,.'t»-* + Bia;'»-* + ....+B»a?"-*4-.... + B,r, 
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ah n est f gal i — , le terme en a* ne contient que B,* ; le Icrme 

en t^ contient B« k la puissance (m — 1), et Bi au premier degr^ ; 
le terme en of-' contient B, , Bi et B, , et cette derni&re inconnue 
tfjr enlre qu'au premier degr^. En g6n6ral, B» n'entre dans 
aucun terme dont le degr6 est sup^rieur k ip--k)\ et il entre au 
premier degri dans le coefficient du terme en of-''. Par conse- 
quent, la premiere Equation Bo**=A« fera connaftre B« par une 
extraction de racine : B| 6lant connu, la seconde Equation fera 
connattre B| , qui n'y entre qu'au premier degr6 ; B, et Bt £tant 
connuSy la troisifeme fera connaltre Bj , qui n'y entre qu'au pre- 
mier degr^. Et, en g6n6ral, la (ft+1)*** 6quatlon d6lerminera B^, 
qui n'y enlre qu'au premier degr6 ; car, dans le developpemenl, 
11 n*y a qu'un terme en a;''"*, qui contienne B»; c'estle terme 
mB*a?^*(B|a?*)*^'. 

II sera facile d'appliquer, en particulier, cette m^thode k 
Textraction de la racine carr6e d'un polynome. 

S in. Application k quelques probl^mes. 

107. PaoblAme I. Diterminer^ entre p et q, la relation nices* 
$oAre pour que le trinome 

soil divisible par le carri d^un binome convenablement choisi (x — a)*. 
Si (rr-f- p) d^signe le quotient de cette division, on aura : 

On en conclut, en identifiant les deux membres : 

p — 2a = 0, a'' — 2ap==p, a«3=:^. 

Remplagaiit , daiis les deux derni^res Equations, p par sa valeur 
2a, tir6e de la premifere, il vient : ^ 

a«— 4a'^ = p, on a = W— |, 
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£liininant enfin a entre ces deux Equations » on a : 

?=2(yC|j, ou 4p» + 27g*==0. j 

Telle est la condition cherch^e. 

i08. Problems (L Diterminer ks coefficients m e( n, de teUe 
maniere que V expression 

soil tin cube par fait. 

II faut , pour cela , identifier I'expression avec le cube d'un 
binome {ax'{'h)^ c'est-Ji'dire avec 

ce qui foumit les Equations : . 

fn=cfy — (2rn*-|-3n)=3a*&, m'+6mn=3a6S — 3m*n=6*, 

• ■ . * 

Les deux derniires donnent : 

aet b 6tant ainsi determines , les deux Equations restantes 
sont des Equations de condition. Si Ton 7 substitue & a et Ji d 
leurs valeurs, ces Equations deviennent: 

rn (m'+6«)» 

'•*•' 27.9mn» ' 

roi ^-. . ._ _ 3(m' + 6n)»C^3;;^ _(m«+6n)«_ (ffl'4-6n)* 
[2] 2m+3n_ -^===._ _ _- ^__ _ g^ 

Gbassant le d^nominateur de cette derniire, et r^diiisant, on a : 

m* — 6nm'+9n' = 0, 
ou (m^ — 3n)^ = 0. 
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On tire de !&, pour valeur uniqae de n , 



[3] n = 



in* 



T" 



Gette valeur, substitute dans T^quation [1] » la rend identique. 
La condition demandie se r£duit done k la relation [3]. Et le 
polynome propose est alors, comme on s*en assure facilementi 
le cube de 

100. La m^tbode des coefficients ind^termin^s s'applique aux questions 
danslesquelles on veut determiner nn polynome, d'aprfes certaines con- 
ditions. — 101 . Application de celte m^tbode k la tb^orie de la division, 
dans le cas oii la division se fait exactement. — 102. Gas oil Ton a h 
trouver le quotient et le reste. — 105. Toutes les Equations que Ton. 
a k r^udre, sent dn premier degr6 k pne inconnue. — 104. Applica- 
tion k un exemple. — iOS. Application de la m^tbode k la recbercbe 
de la rasine mr* d'un polynome. — 106. Les Equations, que Ton a k 
r^soudre, sent toutes du premier degr^ a une inconnue. — 107, 
108, Application de la m^thode des coefficients ind6termin68 a la solu- 
tion de quelques probl^mes. 

EXERCIGES. 

L Trouver les conditions, pour que le polynome 

40^ — 4p«» + 4^«' + 2i)(m + l)flf + (m -f- 1)» 
soit le carri d'un polynome entier par rapport k x. 

II faut que : m -h 1 =9— t-. 



4 
IL Determiner la condition, pour que le polynome 



Ay* + Ba?y + Caj»4- Dy + Ea?+ P 
soit le produit de deux expressions du premier degr^ en a; et y. 
II faut que i (BD— 2AE) » = {B»— 4AC) (D' — 4AF). 
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m. D^mposer, de cette mani^re, le polynome 

2ap» — 21«y-lly»-»+34y-3. 
Ontroave: (24P+y— 3) («— lly + 1). 

IV. Mettre Texpression 4(^+^+ a'+^ + 1) sous la forme de la difference 
des Carres de deux polynomes du second degre, entiers par rapport k x. 

On trouve : (2«> + op 4 2)»— 5«». 

V. Determiner les conditions pour que Pexpression 

(«— a)» + (y — p)>— k(ay + b»«»— o>6») 
8oit le carr6 d*un polynome, du premier degre, en a; et y. 
Si a>h, il liaiut que Ton ait : k=-5, a==tVfl*—6*>p=0,etle polynome 

est le carre de adz • 

a 

Si a<h, il faut que Ton ait : *=r5, a=0| p==tVb'— a'j et le poly- 
nome est le carr6 de h±=- — r • 



VI. Mettre (A«* + 2Ba?y + Cx») sous la forme (ax + py)» + (fx + 8y)». Cela est-11 
toujours possible ? Y a-t-il plusieurs solutions? 

11 7 a une infinite de solutions. Pour qu*elles soient r^elles, il faut qu*on ait : 

A>0, C>0, AC>B». 

VII. Mettre (A«» + 3Bic*y + 3Capy» + Dy») sous la forme {ax + py)^ + {yx + Sy}». 

Apres avoir identifi6 les deux polynomes, on prend une inconnue auxiliaire 
c»=aS — Py; on calcule les expressions AC— B', BD— C*, AD — BC, et en fin 
(AD — BC)* — .'j(AC— B') ^BD — C^) : cette derni6re est 6gale k ufi, et fait con- 
naltre &>. Les autres font connattre ocy, pd, et a9 + py. On en tire facilemen* 
«i P» T^ 8. 



LIVRE II. 



THEORIE DES DERIVEES. 



CHAPITRE PREMIER. 

CALCUL DES D£RIV£ES DEfl FONCTIONS EXPLICITES 

B'UNE 8EULE VARIABLE. 

S I. Notions prtliminaires. 

iOO. DEFINITIONS. Lorsqu'une yariable y depend d'une autre 
variable a?, de telle sorle qu'ichaque valeur donn^e arbitrairc« 
ment k x, corresponde une valeur unique et d6lermin6e de y, 
on dit que y est une fonciion de x : et Ton indique cette d^pen* 
dance par le symbole 

y = f{x). 

La quantity x se nomme la variable indSpendarUe^ parce qu'on 
peut lui donner arbilralrement toute esp^ce de valeurs. 

Lorsque la variable x regoit deux valeurs aei a + h^h est 
Yaccroissement donn6 k la variable ; la fonction prend deux va- 
leurs correspondantes f{a) et/'(a-|-/i) ; et la difference, positive 
ou negative, /'(a+^) — /*(a), se nomme Vaccroissenunt cones-' 
pondant de la fonction. 

La fonction est continue^ lorsqu'on peut donner k h une valeur 
assez petite, pour que Taccroissement de la fonction soit aussi 
petit qu'on le voudra. On ne s*occupe, dans tout ce livre, que 
des fonctions continues. 

ilO. DjSvELOPPEMENT D'uNE fonction ENTlfiRE f{x-\'h)y 

suivANT LEs PUISSANCES DE h. Si, dans un polynomcy entier par 
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rapport h une leltre x^ et que nous reprdsenteronft g£n£ra]e- 
ment par 

/•(a?) = A,a?"'+ AiO?""* -f Aja?"-' + .... + A,a^- +.... -fA«, 

en remplace x par a?+ /i, le rfoultat de celte substitution est : 

/•(a?+/i)=A,(aj'fAr+A,(a?+/i)»'-*+....+A,(x+/i)~-»^ 

Si Ton d^veloppe chaque terme par la fonnule du binome, et 
si I'on ordonne suivant les puissances ascendantes de A, cette 
expression devicnt : 



+A,««^+ (m— n)A«a?«*-^i 
f A»-,aj + A«.i 



+ (m— l)(m-2)A,a:--» 
+ (m— 2)(m— 3)A,T-'-« 

4-(m— nXm — n— 1 jA.!""*-* 



^+...+„l(,„.|)...2.U.j;£;i. 



Les termes ind^pendants de h, ceux auxquels se r^duit Tex- 
pression pour A= 0, forment, comme cela devait ftlre, le poly- 
nome propose lui-m6me. Le coefficient de /i, polynome du degr6 
(m — 1) par rapport i a?, se nomme la dirivee du polynome pro- 
pose; et, lorsque le polynome est repr6sent6 par f{x)y la d^riv^e 
est assez habituellement representee par f (x). Le coefflcient de 

r — 5, polynome du degr^ (m — 2), est la seconde dirivie du po- 

lynome. On la d^signe parf'(a;). De mfime les coefficients de 

1 o o >*'"T"o > polynomes dont le degr6 est de moins en 

moins 61ev6, sont la troisUmef ...la mr* dirivee du polynome, 
et se repr6sentent par /**'(a?)..., /"•(a?). D'aprfes ces notations, 
le d6veloppement s'6crira : 

f(x + h) = f(x)+hr{x) + ^r{x) + r^/^\x)-^ 



• • •• 



+Txi^^"<*)+- +T:i:^9^^-*(-)+r2^/^^-)' 



Chacun des polynomes /*' (x). f (a?), f"{x) ...•/* (a?), se diduit 
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da precedent, d'apr&s une m6me loi qui est fort simple. Si Ton 
examine, en effet, le polynome 

on reconnatt imm6diatement quHl faiU, pour le former ^ diminuer 
iune uniU Fexposant de chacun des termes de f {x\ et multiplier le 
coefficient par Vexposant nan encore diminv4. L'inspection des 
polynomes f {x)yf'^{x)y...y montre que chacun sedMuit du 
pr^c^dent suivant la mfeme loi ; en sorle que f (x) est la d6riv6e 
de f (x), f {x) celle de f{x), et ainsi de suite. Et c'est pour cette 
raison, que f (x) est dite la seconde derivie de / (a?), que f (x) est 
dite la troisieme derivie^ et ainsi de suite. 

Chaque d6rivee est de degr6 moindre que la pr(5c6denle; en 
sorle que la m"^* d6riv6e d'un polynome, de degr6 m, est con- 
sttote, et qu'il n'y en a pas de (m+ 1)"'. 

111. PropriiSte de la d^riv^e d'une fonction entiAre. La 
definition, que nous avons donnee de la d^riv^e, ne s'applique 
qu'aux polynomes entiers et rationnels; mais nous allons en 
d£duire une propriety importante, que nous prendrons ensuite 
pour definition ; ce qui permettra d*6tendre la notion de d^riv^c 
aux expressions d'une autre forme. 

On a (ilO), en d^signantpar F (x) un polynome entier par 
rapport k x : 

v{x+h)=v{x)+hr{x)i-^^r{x)+... + j^^^ 

on en conclut : 

£i£±^|ziEil)=r(a.)+j^r(x)+^F'''(.)+... 

Si, X restant fixe, on fait tendre h vers zero, le second membra 
a ^videmment pour limite F' (x) ; il doit, par suite, en 6tre de 
m^me du premier; et Ton a, par consequent : 

F' (x) = \\m -^ — ■ — z ^-^f 

r^sultat que Ton pent ^noncer ainsi : 
la derivde d'un polynome F (x) est la limite du rapport de Vao 
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croissement F (x+b) — F(x) de ee polynome a FaccraissemerU h de 
la variable^ hrsque ce dernier accraissemerU diminue de plus en 
plus. 

112. NotrvsLLE D^iNinoN DELAD^Riv^E. G'est la propri6t6 
pr^c^dente, qui sera dorinavant prise par nous pour definition. 
Noas dirons : 

On nomme derMe dCvne fonction continue quelconque la limiUj 
vers laquelle tend le rapport de Faccroissement de cette fonction a 
taccroissement de la variabky quand ce dernier tend vers zero. Cette 
definition s'applique, d*apris ce qui pricdde, aux fonctions en- 
li^res : elie permet, en outre, d*etendre la notion de deriv^e k 
uhe fonction quelconque. 

On pent demander, si une fonction continue quelconque f(x) 
a une d6riy6e. Nous r^pondrons d'abord, qu'en fait, nous alions 
trouver, dans les paragraphes suivants, les deriv^es des princi- 
pales fonctions; ce qui d^montrera leur existence d posteriori. 
Nous ajouterons, d'ailleurs, que la fonction etant continue, 
requation y = f{x) repr£sente une courbe plane continuei 
rapport^e k deux axes rectangulaires ; et Ton demontre, en 
geometric analytique, que la derivee represente la taugente 
trigonometrique de Tangle que fait, avec I'axe Oo;, la tangente k 
la courbe au point (x, y). Gomme, en cbaque point, une courbe 
continue a une tangente bien determinee, la fonction admet 
une dirivte. 

La deriyee d'une fonction est une nouYcUe fonction qui admet 
elle-meme une d^rivee : c est la derivee seconde. La d^riv^e de 
celle-ci est la troisieme derivte ; et ainsi de suite. 

Nous commencerons par faire connaitre les derivdes de deux 
fonctions tr^simples, a* et log x. 

S II. Derives de a* et de log x. 

its. D^RiY^E DE a*. La deriv6e de a* est, par definition, la 
limite du rapport 



liOrsque h tend vers zero. 
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Or, on a 6videmmen( : 

II faut done, pour oblenir la d^riv^e, cherchcr la limite du 
rapport 

a*(a* — 1) 



Posons : 



a*— 1 = -. 
n 



Lorsque h est Irfes-petit, a* differe trfes-peu de Tunit^ (75) ; ef, 
par suite, n est tr6s-grand. Lorsque h lend vers z<5ro, n lend 
vers I'infini. On d^duit de cette relation : 

' n 
Prenant ies logaritbmes des deux membres, il vient : 



yiloga=log(l + i), 



log(l+i) 

d'oii h= — f 1^. 

log a 

Le rapport devient, d'apr&s cela : 



a* 



1 

n a* loff a 



n 



Iog(l + l) nlog(l+i) 



log a 



Le num^rateur ne contenant pas n, il suffit de cbercber la 
limite du d6nominateur. Or, on a : 

„log(l+i) = Iog(l + i)". 
n augmentant inddfiniment, ( ^ "^ y ^^^ ^^^^ ^> ^^' P*^^ ^^^^^' 
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log ( 1 + -) »• V^^^ limile, log e; 1 expression ■ . x ^ 
lend done vers -r : telle est done la dirivfee de a*. Ainsi : 



loge 

On pent remarquer que la base du systftme, dans lequel sont 
pris Ics logarilbmes, n*a pas iik d^finie; mais le choix de cette 

base n*a auciine influence sur le r^sultat; carle rapport ^^ 

^^ log e 

nc depend pas (8tt) de la base du sysl^me consid6r6. Si Ton 

suppose que les logarithmes sont pris dans le syst^me n6p6rien» 

log 6 = 1 ; el la d^riv^e s't&crit : 

[2] (a*)' = a«La. 

Ainsi la diriv6e de la fonction exponentieUe s'obttent, enmuUipliant 
cctte fonction par h logarUh)ne nipirien de la base. 

Si Ton considiirc, on particulier, la fonction e*, U = I ; ct 
par suite la d6riv6e de e* est la fonction elle-mime : 

[8] (e7=e«. 

114. D^aiv^B DE LOO X, La d6riv£c de log x est, par d6fini- 
tion, la limite de Texpression 

log (a? + ft)— log a; 

lorsque h tend vers z6ro. 
Or, on a : 

log(a? + A)-loga:=log(^)=log(l +^) 

Done l og (3?-f/t)--loga? _ ^^ \ ' ^/ 

h """ A • 

h 1 
Posons-= -, de telle sorle que, h tendant vers z6ro, n tendra 

X n . 
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vers oo ; il viendra h = - ; et Texprcssion, dont on cherche la 
limite, deyiendra : 

'!L(^4„,„.(.+i)=i.o,(,+i)-. 

n 

Or, on a vu (il5), que, n tendant vers «> , log (l +-j a 

1 / 1 \* lo*''^ 

pour limite log 6,La limite de - log ( 1 + - ) est done -^^, qui 

repr^sente, par consequent, la dSriv^e de log x, 
Ainsi 

[4] ., (loga?)' = -^=-, 

en d^signant par M le module du syst^me dans lequel est prls 
le logarilhme de x. 

Si la fonction est le logarithme n6p6rien de j?, M = 1 ; et, par 
suite, la d^riv^e de La? est : 

[5] (^y=l- 

Apr^s avoir fait connattre les d^riv^es des deux fonclioiis trfts- 
simples, log X et a*, nous aliens ^tablir quelques regies g6n^^ 
rales, qui nous permeltront d'obtenir les d^riy^es d'expressions 
plus compos^es- 

% UI. Ragles g6n6rales« 

its. D^RiY^E D*UNE soMME. Si Uy v, u;, sout des fonctions de 
a?, dont les d6riv6es u' v' w* sont connues, la somme 

u+y — w 

aura pour dirivie la somme 

u' + v' — w 

En effel, si nous d^signons, en g^n^ral, raccroissement d'une 
Alg. sp. B. 7 
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quantity par le sigDe A plac6 devant la iettre qui la repr£sente, 
en attry^uant h la variable x un accroissemenl Ao?, les fonclions 
tt, t>, ta, prendronl, respectivement, des accroissements Au, Au, 
Sw; et raccroissement de la somme (u+t> — to) sera evidem- 
ment : 

Au + Au — Alt?; 

le rapport de cet accroissemenl k Taccroissement ^v de la va- 
riable, est done : 

Aw , Ar Ato , 

et il a, par consequent, pour limite : 

u' + «'—«/, 
comme nous voulions le d^montrer. On a done : 

[6] (w-ft)— «?y=t^'+v'— 1/?'. 

il6. D^FmrnoN d'une fonction de fonction. On nomme, en 
general, fonction explicite d'une variable le resultat d'operations 
bi n d^finieSy ex^cut^es sur cette variable. Ainsi, par exemple : 



ar, log v^ 1 4-a?', log sin a?, o**, 

sent des fonctions de a;; le nombre des operations successive- 
ment indiquees pouvant d'ailleurs Stre aussi grand qu'on le 
voudra. 

Si Ton d^signe par u une fonction quelconque de la variable j?, 
et que Ton execute des operations sur la quantity u, consid^ree 
comme donnee, Ic resultat de ces operations sera, d'apres ce 
qui precede, une fonction de u; et, comme u est elle-meme 
une fonction de Xy ce resultat se trouve une fonction de fonction. 

II est bien entendu, qu'en remplagant u par son expression en 
X, on pent faire immediatement, d'une fonction de fonction, 
une fonction ordinaire. 

EXEMPLES. 1* {x^j^=a* 

pent eire considere comme une fonction de fonction, le cube de 
r', ou comme une fonction simple, a?*. 
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2* log a*=a? log a 

peut 6tre consid^r6 coinrae une fonction de fonction, le loga- 
rithme de la fonction a', ou comme la fonction simple du pre- 
mier degr6, a; log a. 

Lors niSme que des reductions, analogues aux prfic^denies, 
ne s'efTecluent pas, rien ne distingue essentiellement une fonc- 
tion de fonction de celles qui dependent directement de la va- 
riable principale. 

117. DfeiviiE d'une FONcnoN de fonction. D'apris les defi- 
nitions qui pr^c&dent, si Ton d^signe par u une fonction f (x) 
de la variable a?, et par w une fonction ^ (u) de la variable u, w 
sera une fonction de fonction definje par les Equations : 

ti=(p(a?), tO = ij;(u). 

Nous allons monlrer que, si les fonctions (p et ^ sont de telle 
nature, qu*on sacbe prendre leurs deriv^es par rapport a la va- 
riable dont elles dependent iniai6diatenient, on pourra former 
la deriv^e de to par rapport k x. 

Supposons, en elTet, que Ton donne kxun accroissement Ao;, 
et qu'il en r^sulte : pour u, un accroissement lu ; pour w, un 
accroissement Ato; on a identiquement : 

Am; \w Au 

A;c Au*Aa;' 

Or, Aa? tendant vers z6ro, -r-- ^^ r-^nt, pour definition, pour 
' Aii ^x 

limites respeclives, les deriv^es de to et de u par rapport k x. 

Quant k -r— , bien que u ne soit pas une variable independante , 

mais une fonction de x^ dont les variations dependent de celles 
de^y cette expression a pour limite la derivee de w par rapport 
ji u; car rien, dans la definition de la derivee d*une fonclion, ne 
particularise la manifere dont Taccroissement de la variable 
tend vers z6ro. En designant done les derivecs de to par rap- 
port i a? et par rapport k u par to' et par +' (u), el cellc de t* par 



rf « rf 
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rapport h x par <p' (a?), et en se rappelant que la limite ^'^n pro 
duit est ^gale au produit des limites, on a : 

[7] u?' = f (w)Xf'(a?); 

r/'sullat que Ton peul 6noncer de la manifere suivante : 

La dirivie d/une fonction de fonction est te produit des derivecs 
des fonctions simples qui la composent^ prises^ chacwney par rapport 
a a variable dont la fonction depend imrrddiatement. 

118. ExGMPLES. l<> Gonsld^rons la fonction 

c*c9t-{i-dirp, supposons que^dans la formula qui pr6cMe, on 
ait : / 

u=a?*, w=u^r 

Pour former la d6riv6e de celte fonction de fonction , il faut, 
comrne on Ta vu, prendre la d6rlv6e de w' par rapport k Uy qui 
est 3u% ct la multiplier par la d6riv6e de^?* par rapport hx, 
c'est-i-dire par 2a?; cette d6riv6e est done 3w"x2a7, ou, en- 
remplagant u par sa valeur : ' 

ce qui est prdcis^ment le r6sullat qu'on auralt obtenu (ilO), en 
rempla(;ant la fonction de fonction par la fonction simple x\ 
2* Considdrons encore la fonction 

log of, 
c*e8t-ii-dire; supposons : 

u = cc^\ w = \og u. 

La d6riv6c de cetlc fonction de fonction est le produit de 5a?*, 
d6riv6e de a?', par -^-, d6riv6e de log u par rapport i u ; ellc 
est 6gale, par consequent, k 

a^ "~ X ' 
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c'est pr6cis6menl ce que Ton aurait trouv6, en remarquant que 

loga?*=5 log a?; 

car la d6riv4e de 5 log a? est 6videinment 6gale h cinq fois la d6- 
rlv6e de log x. 

Les deux exemples pr^c^dents ont 616 choisis de mani^re h 
fournir un rtsultat qui fat connu k Tavance ; mals on congoit 
que, dans un grand nombre de cas, la r^gle des fonctions de 
fonctions conduira h des r^sultats enli^rement nouveaux , et 
qu'ii serait difficile d'oblenir autrement. 

Cherchons, par exemple, la d6riv6e de e**, en posant • 

x* = u, w = e*. 

On Yoit que la d6riv6e demand^e est le produit de 2a?, d6riv6e 
dp u par rapport k a?, et de e\ d6riv6e de e* par rapport k u; 
elle est, par consequent, 6gale k 

110. GeniSralisation. On pent g6n6raliser la r6gle des fonc- 
tions de fonctions, et I'^tendre k des expressions qui dependent 
de la variable x au moyen de plusieurs fonctions intermiidiaires. 

Posons, en effet : 

et cherchons la d6riv6e de z par rapport k x. Sbit ^x un ac- 
croissement attribute k x;ei soient At6, Av, Iw, Az, les accrois^ 
sements qui en r^sultent pour u, v^ w, z; on a, identiquement : 

Az A2 Alt' Av i.?t 
Ao? Mo' ilv ' ^u' ilx^ 

et Ton voit que, si Aa? tend vers z6ro, le premier tnembre a, 
pour liraile, la d6riv6e de z par rapport k a?, et les facteurs du 
second tendent vers les d6riv6es des fonctions ^, w, v, tx, par 
rapport aux variables dont elles dependent iram6dialement. On 
en conclul que la derivee de z, par rapport a x, est encore le pro- 
duit obtenu en multipliant les derivee-s des diverses fonctions; z, w 
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V, u , prises chamne par rapport & la variable dovt la fonction de- 
pend immidiatemenu Ainsi : 

[8] z'=r{w)xr{v)X^'{u) X ^'{x). 

180. D^Riv^E d'un produit. Soientu, v, to,..- des fonclions 
en nombre quelconque, et x leur produit, dont on demande la 
d6riv6e. 

Ona: z = u.v.w....; 

en prenant les logarithmes des deux membres, il vient : 

log z = log u + log V + log u? +.. ..; 

ct, si Ton prend les d6riv6es des deux membres, on a, en appli- 
quant la r6gle des fonclions de fonclions (it 7), et en disignant 
par m\ u\ v\ t^V*** l^s d6ri?6es de Zy u, v, to....; 

« 

Z U V ' ty ' ' 

d'od Ton d6duit : 

*:=!£+!!:+!£:+ 



oUy en multipliant les deux membres par z ou par tztno....: 
[9] z'=zviJ0,., u' -f-t/^o....t;' + t^t;....to'+•••• 

Ainsi, 2a dSrivie d^un produit est la somme des produits obtenus 

en niultipliant stuicessivement la d6riv6e de chaque facteur par le 

produit de tous les autres. 

Si un facteur est constant, sa d6riv6e est nuUe , et le terme 
correspondant manque dans la d^riv^e du produit. Ainsi la de- 
riv6e de ku est Au'. 

iSi. D£riy]6e d'un quotient. Soient u et t; deux fonctlons de 
Xy et z leur quotient, dont on demande la d6riv6e. On a : 

It 

V 
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En prenant les logarithmes, il vient : 

et, si Ton prend les diriv6es des deux membres, eette Equation 
donne, en adoptant les m^mes notations que pr^c^demment: 

log e , lop: e , lojr e , 

Z U V ^ 

d'oii Ton d6duit : 

Z!=:'-U V'=Z'U zV. 

U t) V t)' ' 

OU [10] 2'=-— P— . 

Ainsi la derivie d^un quotient s'obtient^ en multipliant le denomv- 
nateur par la derivie du numerateur^ puis le numerateur par la 
derivie du denominateur ^ et en divisant la difference des produils 
par le carri du denominateur. 

122. D^Riv^E d'une puissance. Soient u une fonction de a?, 
et m un exposant, en tier ou fractionnaire, positif ou n^gatif ; 
designons pair z la puissance w*, et cherchons-en la oferivfee ; 
on a: 

En prenant les logarithmes, il vient : 

logJ5 = mlogu; 

et si Ton prend Iesd6riv6es des deux membres, on aura, en 
adoptant toujours les m^mes notations : 



— — ^=wi u I 



u 



d'oi Ton dSduit : ^' = ^ - ^'; 

u 



ou [11] z = mu'^^u'. 



Ainsi la derivee d'une. puissance d'une fonction ^obtient en mtrf- 
tipliant la derivie de la fonction par Vexposant etpar une puissance 
de la fonction prise avec un exposant inferieur Sunt unilL 
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Remarque I. Dans le cas oil m est entier, cette rhg\e pourrail 
se d^duire du th^or^me des fonctions de fonctions : car, u 6taDt 
une fonction de Xj u^ est une fouction de fonction ; et Ton a vu 
(liO) que sa d6riv6e, par rapport k w, est mu"^^. 

Hebiarque II. Sif dans la formule pr^cMente, on suppose 
w = a?, on obtient la d6riv6e de a?*, et Ton voit qu'elle est mx"^ : 
cette d6riv6e s'exprime, par consequent, par la m6me formule, 
que lorsque m est entier. 

GoROLLAiRE. Si js = y/u, ou 6crit : 

et appliquant la r^gle pr6c6dente, ou a : 

1 — 

ou [12] ^-,77-' 

Ainsi la dirivie. de la racine carrie d*une fonction s* obtient en 
divisant la ddrivie de la fonction par le double du radical. 

183. DiiRiy^E DE ti*. Gonsid^rons enfin I'expression plus 
compos^e, dans laquelle I'exposanl est lui-meme fonction de la 
variable x ; et cherchons la d^riv^e de u% ueXv d^signant deux 
fonctions quelconques de x. 

Posons : z=u''j 

nous auronSy en prenant les logarithmes : 

log j2r = vlogu; 

etf si nous prenons les d6riv6es des deux membres, en appli- 
quant la r^gle donn^e pour la d^rivee d*un produit, il vient : 

loge , ,, , V log 6 , 
— s- z' = v' log uA J^u'; 

d'oii Ton d6duit : 



[13] s-=z(^ + \') 

■" ** \ loge ' u / 
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Example. Si Ton pose v=a?, u = Xy lafonction z devicnt a;», 
et la d^riv^e est : 






124. Applications des r^igles pri^cedentes. Les regies pr6- 
c6dentes permeltent de former la d6riv6e d'une fonclion alg6- 
brique donn^e, quelque compliqu^e qu*elle soil ; nous en don* 
nerons quelques exemples. 



1« Trouver la d6riv6e de la fonction, yz=z^\^x^ 
On pose: l-fa;* = w, 



etrontrouve(lt7, 122) : 



y' = ^u\ii'= ^ 



2» Trouvie la dSriv6e de la fonclion y tt= ___. 

Nous pouvons consid^rer cette expression comme une frac-* 
tion; et en appliquant la r^gle (t2i), on trouve : 



n-l 



^ "" (If uy^ "~ (T+ ic/-^** 

On pourrait encore consid^rer la fraction propos6e comme 

X 

la n"' puissance de 7-7— .> et appliquer la rfegle (122) ; on aurait 
alors : 



y' = «(Tf^r-(Tfi)'=«(-r|:i) 



n-l 



a?-j- 1 —X 



= n 



aj"-* 



r^sultat conforme au pr^c^dent : 
3* Trouver la d6riv6e de la fonclion 



y = i 



tH! 



^x* — 1 + 1' 
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En posant : ^ — = U, 

on aura : 1/ = log U, 

et(ii8): y'^l^.U'. 

Pour trouver IK, il feut appliquer les rfegles (121, 122) ; on 
trouve : ' 

jj,_ \'x' — I yx^ — l 

ix 

el, par suite : y' = , ^ , , ^ — rr. 

4'' Soit enfm y=&'Lx^ le logarithme 6tant pris dans le sys- 
t^me de Neper ; on trouvera : 

y'=e-(i+Lx). 

ft 

% lY. DSrivees des fonclfons circulaires. 

12S» D^riviSe de sin x. La d^rivee de la fonction sin x est, 
par definition, la limite du rapport 

sin (x -\- li) — 9>\n X 

Or, on a, d'aprfes les formules connues de la trigonom^trie : 

sin(a?+/0 — sin 0?= 2 sin -cos (^+q)- 
Done 

• / I kx • 2s]n-cos(iP-f^) sm -) , .. 

smix+h) — sina? 2 \ ' 2/ \2/ / , h\ 

— ^ — S: = ;: -= .u ■ cos (a?4-o)- 

W 



r • 



* • • • 

• • -< 
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Mais on sail que h devenant tr^s-petit, le rapport du sinus k 

Tare correspondant tend vers l'unit6. D'ailleurs, .cos(a?+-j 

s'approche ind6Gniment de cos x; et, par suite^ {"expression 
pr^c^dente a pour limite cos x. 

La tUrivie de sin x est done cos x. 

[14] (sin 0?)' = cos a?. 

186. D^rivjSe de cos a?. On a : 



cosa?=sinf| — a?j; 



et, par consequent, cos a? pent fetre consid6r6e comme une fonc- 
lion de fonction. En appliquant la rfegle (117), on trouve : 

(cosa?y=cos Q— ^) (1*~^) = — cos (|— ^) = — sina?. 

La dirivde de cos x est done — sin x. 

[15] (cosa?y= — sin a?. 

127. DiSriy^e de tang x. On a : 

sin X 
tango; = ; 

° cos a?' 

et, en appliquant la r&gle (tSt), on trouve : 

r./,i /* ■ xf cos^a?4-sin*a? 1 

[16] (tanga?y=- ^ 



cos*a? cos* X 

La dMvie de tang x est done — r-- 

° cos* x 

128. DiRiY^E DE cotang rv. On a : 

cos a? 
cotang X = -: — ; 
° sin a? 

et, en appliquant la rfegle (121), on trouve : . 
[17] (cotang a?y= — 



siti'a; siii*a? 
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La dirivie de colang x est done r-r- • 

° sin"x 

129. D^RiVEE DE sec J?. On a : 

1 



s6ca? = 



cos a; 
Done 

[18] (s6c x)' = (cos-* x)' = — (cos a?)"*. (— sin x) = -^— 7- .• 
La dirivie de %kc x est done 



cos* X* 



ISO. DiRiv^E DE cos^c rr. On a : 

1 



cos6c a?=-r 



sin a; 
Done : 

[19] (cos6c xy = (sin"* n?)'= — (sin"*rr) cos x = — r-j-. 

La dirivie de cos6e x est done r-^. 

151. Remarque. Nous admettons, dans les paragraphes pr^- 
c^dents, que Tare x soil mesur6 par son rapport au rayon du 
cercle donl il fait parlie. G'esl, en effet, dans cette hypolh^se 
seulementy qu'il est vrai de dire, comme nous Tavons fait (i25), 
que le rapport du sinus k Tare tend vers Tunit^, lorsaue Fare 
diminue. 

132. DEFINITION OES FONCTIONS INVERSES. ToUtCS ICS fois qUC 

deux variables, x ct y, sont li6es de telle manifere, que la valeur 
connue de Tune determine la valeur de Tautre, elles sont dites 
fonctions Tune de Taulre; et ce sont deux fonctions inverses. 
Alnsi, par exemple, si y = a", on en conclut a? = iogay; ^ 
chaque valeur de x correspond une valeur d6lermin6e de I'ex- 
ponentielle y; mais k chaque valeur de y correspond une valeur 
d^termin^e du logarithme x. Les deux fonctions y et a? sont in- 
verses Tune de Tautre. AinsijCncore, le sinus d'un arc est une 
fonction de cet arc; niais, ri^ciproquement. Tare est fonction du 
sinus; car k chaque valeur du sinus correspondent des valeurs 
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d£termin£es de Tare. Nous dSsignierons cette fonction par la 
notation. 

arc sin Xy 

que Ton doit lire : arc dont le sinus est x. Et nous allons deter- 
miner les d6riv6es des fonctions circulaires inverses ^ arc sin a?, 
arc cos a?, arc tango?. 

135. D^RiY^E DE arc sin a;. Posons : 

y= arc sin a?; 

et cherchons la d6riv6e de y par rapport k x, que nous d^signe- 
rons par y'. 

De r^quation y = arc sin a?, 

on d^duit : a? = sin y ; 

en prenant la d6riv6e des deux membres par rapport h a?, et 
appliquant, pour le second, la r^gle des fonctions de fonctions, 
on trouve : 

l = cosyXy'; 

done : t/' = 



cosy 



Mais sin y 6tant 6gal h a?, cos y est 6gal a ±: v/ 1 — a;^; et Ton a, 
par consequent : 

[20] y'=r . 1„^ . . 

v/1 — cc^ 

1 • 



La derivee de arc sin x est done 



^v^i-^1?' 



154. Remarque. II pent sembler extraordinaire que la de- 
rivee cherch6e ait un signe indfitermine. Mais on remarquera 
que le signe du d^nominateur est celui de cos y ; or, k un m^me 
sinus X correspondent des arcs en nombre intini, dont les uns 
ont un cosinus positif, et les autres'un cosinus n6galif ; ce sont 
ces divers arcs qui ont des d6riY6es diff^rentes ; chacun d'eux, 
bien entendu, ne pent en avoir qu'une seule. Lors done que Ton 
prendra la derivee de Tare dont le sinus est x, on devra indi- 
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qucr le quadrant, dans lequel se termine Tare dont il s'agil; et 
Ton prendra le signe +, si IVc se termine dans le premier ou 
dans le quatri^me quadrant, et le signe — , s'il se termine dans 
le second ou dans le troisi^me. 

155. D^Riv^E DE.arc cosn;. Si Ton pose : 

1/ = arc cos a?, 

on en d^duit : x=cosy; 

et, en prenant les d6riv6es des deux membres, 

1 = — sinyXt/V 
d'ou Ton d^duit : 

1 —I 



[21] 1/'=- 



La ddrivie arc cos x est done 



siny =t^i_a?** 
— 1 



^\/\ — \*' 



Dans ce cas, le d^nominateur est la valeur de sin y, c*est-^- 
dire du sinus de Tare dont on cherche la d^rivte. On devra done 
le prendre avec le signed, si Tare se termine dans le premier 
ou dans le second quadrant; etavec le signe — , si Fare se ter- 
mine dans le troisi^me ou dans le quatri^me. 

156. On pent remarquer que, d'aprfes ce qui pr6c6de, les 
deux fonctions arc sin x et arc cos x ont des d6riv6es ^gales, ou 
6gales et de signe's contraires; on s'explique facilement qu'il 
doit en 6tre ainsi, en remarquant que^ si y dSsigne un arc dont 

le sinus soit x,-— y ci y — -auronto? pour cosinus. On a done. 

It 

- — arc sm x = arc cos a?, 

7t 

et arc sm a? — - = arc cos a?. 

2 

On voit, d'aprfes cela, que, suivant la valeur adopt6e pour fare 
dont le cosinus est a?, sa d6riv6e sera 6gale k celle de arc sin x, 
ou ^gale et de signe contraire. 
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157. D^RiviE BE arc tang x. Posons : 

y == arc tang a? ; 
on en d^duit : x = tang y ; 

ety en prenant les d6riy£es des deux membres, 

cos'y 
done : 

[22] y'=C0S»y = :f^-^=^. 

La dirivie de arc tang x e^^ done . ^ . 

1 ~|~ X 

On voit que la fonction arc tang x n'a qu*une seule d6riv6e. 11 
cxiste cependant un nombre infini d'arcs qui correspondent k 
une tangente donn^e; mais, si Ton d6signe Tun d'eux par y, 
tous les autres sont compris dans la formule 

n-Tc + y; 
chacua d*eux a, par consequent, m6me d6rivee que y. 

138. Tableau desd^rivees. Gomme il est n^cessairede con- 
nattre les formules fondamentales du calcul des d6riv6es, nous 
les avons toutes r^unies dans le tableau suivant : 
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5*y: 
Cy: 
Ty. 



/■W.?(«), 



8" y=La;, 

9» i/=Ioga?, 

O" y=sin «, 
!•» yzizcos rr, 

2" y.— tang x, 
3»y=cotanga;, 
4*» y = s6c a;, 
5*» y=cos6ca;, 
6" y=arc sinaf, 

T> y = arc cos af, 

8" y= arc tang x, 
9" y = arc cot a;, 
20" y=arcs6cfl?, 



22° y: 
23" y: 



:logsinaJ, 

:l0g COSflf, 



24''y=lcgtanga;, 
25° y 



1 



log tang J it, 



y'=a. 

y'=f(x)'±9'(x). 

y'=rw?w+fwyw. 

f^.<f'{x)'-<p{x).f(x) 

5r '"" 



I A*)} 



y'=wur""-'. 

y'=e'. 

y'=a*La. 

y'= - log «. 

y'==cosflr. ' 
y'= — sin «. 

^ "~ cos' Of* 
I 






sin'af* 
sinrr 



cos'ac 

, cos a; 
y = :-T"* 



y'= 



1 



v^ 



a;' 



t/'=- 



V^l— x^* 



y'= 



1 



1 

y'= — 



y'= 



l+x'* 
1 



21° y=arccos6ca;, y'= — 



x^x^—l 
1 



^V^a;2 — i 
t/'=cotang a;. 
y'=— tang a. 



t/'= 



sin a;, cos a; 
1 



sino? 



Dans Ics d6riv6es de arc sin x et de arc cos6c a?, le radical a 
le si^ne de cos t/; dans celles de arc cos a? et-de arc s6c x, il a le 
signc du sinus. 
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(09. Definitions.-^ 110. D^veloppementd'uDefoDCtion entidre/(a7-|-^): 
definition de la d^riv^e d'une telle fonction. — 111. Gelte d^riv^e est 
la limite vers laquelle tend le rapport de Taccroissement de la fonction 
k Taccroissement de la variable, quand ce dernier tend vers z6ro. — 
112. Cette propriety eat. prise pour la dMnition de la d^riv^e d'une 
(onctioD quelconque : d^riv^es successives. — 115. D^riv^es de a*. 
de €*. — 114. D6riv6es de log a?, de La?. — 118. D^riy^e d'une 
somme. — 116. Definition d'une fonction de fonction : exemples. — 
117. D6riv^e d'une fonction de fonction. — 118. Exemples. — 119.Ez- 
tension h un cas plus g^n^ral. — 120. D^riv^e d'un produit. — 121. D4- 

* rivee d'un quotient. — 122. D6riv6e d'une puissance; cas d'one racine 
carree. — 125. D^riv^e deu*, u et v 6tant deux fonctions de x, — 
124. Application des r^les pr^c^dentes. — 128. D^riv^e de sin x. — 
126. D6riv6e de cos x. — 127. D6riv6e de tang x, — 128. D^riv^ede 
cotang 05. — 129. D6riv6e de s^c x. — 150. D6rivee de cos^c x, — 
131. L'arc x est, dans ces calculs, mesur6 par son rapport au rayon 
du cercle. — 152. Definition des fonctions inverses. — 155. Deriv^e 
de arc sin x. — 154. Remarque sur le double signe de cette d6riv^. 
— 158. Deriv^e de arc cos x. — 156. Ces deux derni^res derivSes 
doivenl 6tre ^gales, ou ^gales et de signes contraires. — 157. D^riv^e 
de arc tang x, — 158. Tableau des formules qui donnent la deriveedes 
fonctions les plus simples. 

EXERGIGES. 

I. Trouver la deriv6e de 






X 

On trouve : y'= 



II. Trouver la d6rivte de y =/ (a + bx^) . 
On trouve : • y* =2/* (a+ bx^bx. 



III. Trouver la d6rivee de 



'='©• 



Ontrouve : ^"^""i^^lxj* 

Alg. SP. B. ® 
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lY. Troofer U deriTte de 

«=r'^ (f=f)- 

on taoa* e : ,r=- ji f [j^) +^^^1^)' ^ [b=i} 

Y. TrouYer les d6riTies de 

On trouTe : If'^I^j **=««•. 

YI. TrouTer les dinwies de 

y=ssins+ooss, s=sia s— s gos«. 
Od trouye : y'^sooss, jK'=ssms. 

YII. TrottYer U ddiiTee de 

On trouve : 31'= , . 

YIII. TrouTer U dirivto de 



(acos»+6\ 
r r"l* 
bcosx +ay 



On trouYe : y'=:^ ; — . 

IX. TrouTer la dftriyfo de 



I, /I— C08»\ 



On troufe : y'= 



sins 
X. Troayer les deriytes de 

y=:Larc8in«y ]r=Larccosfl;, v=Larctg«, 
On trouye : 



Vl— «»arcsmaf* v^l— a^arccosa;' (l+»»)arctga?* 

XI. Trouyer la d^riyee de 



y = arc sin 2» ^1 — ac*. 
2 



On trouye: y'±= 



Dire pourquol cette d^riy^e est double de celle de arc sins* 
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XII. Trouver la deriYoe de 



y= arc tang 



On troaye : 1^= 



1— (MP' 

1 



l + a^' 

Dire pourquoi cette d^rivee est la m6me que celle de arc tang x. 
XIII. Trouver la d^rivte de 

y=:arctang 



t — ab — ax — hx* 
et dire pouiquoi elle est encore la mdme que la pr^dente. 

XIV. En posant : L {yzt) = ? (^) > 

trouver les d^rivtes de 

( a-\-x \ / o + 5 -f ap 4- ahx \ 

1 + ax/ ' *~'^\\-\-a}}'^{a^b)x)* 

2 2 

Ontrouve: 1/'=; 5> *'= 



1— «=" 1— j^* 

Dire pourquoi ces deux fonctions ont la mSme deriv6e. 
XV. Trouver la d6rivee de 



. i/l — e-'sino; 

y = arc sm i- . 

1 — ecosflf 

i/l— e2 
On trouve . y'= 



1 — ecosop* 

XYI. Trouver la d6riv6e de I'expression 

— 1 r osinap _ ^ / y/o^— b^sinj^ Nl 

^^o'— b'La + ^cosflp ^a»— 6J^^*^^ V b + acosa? y J* 

XVII. Trouver la d6riv6e de Texpression 

1 r asina; ^^ , ( ^-^ , 1 ^ 1 

XVIII. Trouver la deriv^e de Tezpression 

— ^ r gt sin OP h /^ 6 + ocosa; \ "l 

y— o'— fc' Lo + bcoso; y'H^ZT^ ^"^*^^* \^a + &cosxy J- 
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Dire pourquoi Ton trouve, pour ces trois expressions (XVI, XVU, XVIII), la 

, cos* 

' a H- COS OP 

XU. Trouver la d^riv^e de Texpression 

1 r o sin g h / 5-f ocosg-f ^b' — tt'siDj \^ 

a' — b'^o + dcosaj ^5J__aa \ o+TcoTi y J* 

Celte fonction a la m^me d^riv^e que les tr )is prdcMentes. 
XX. Trouver la d^riv^e de Texpression 

1 , \/lT?+«v^ 1 . «V2 

y = — := L ' 4 -: a re sm , , . , 



x" 



On trouve : t/ = 

(1— ««) Vl4-«* 



CHAPITRE II. 

ETUDE BES FONGTIONS A L'AIDE DE8 DERIVEES, 
RETOUR DES DERIVEES AUX FONGTIONS. 

$ I. Propri6t68 des d^riy^es. 

159. DEFINITION. On dit qu'une fonction f (a?) est craissatUe, 
lorsqu'un petit accroissement^ donn6 k la variable a?, fait prendre 
k la fonction une vaieur plus grande : en d*autres termes, 
lorsque Ton a, pour de Irfes-pelites valours de A, 

Une fonction est dite McroissanUy lorsqu*un petit accroisse- 
nient, attribu6 k la vaieur x^ fait prendre k la fonction une 
vaieur plus petite : en d'autres termes, lorsque Ton a, pour de 
Irts-petites valeurs de A, 

f{x+h)'-f{x)<0. 

140. Condition pour qu'une fonction soit croissante ou 
DECROissANTE. Puisque la d^riv^e f {x) est la limite du rapport 

• — -^-^ — ^-^-^, pour A = 0, il s'ensuit que, lorsque h est, non 

pas nul, mais tr^s-petit, on a : . 

e itant une quantity inconnue, fonction de x et de h, qui est 
tres-petite, en m6me temps que A, et qui tend vers z6ro avec h. 
On tire de lit : 

f{x-\^h)-r{x)=:h\r{x)+t\. 

Or si f (x) n'est pas nul , on peut prendre h assez petit) pour 
que e soit, en vaieur absolue, plus petit que f (x) . Le signe de 
j /' (0?) + « } sera alors celui de f (x) ; et, comme h est positif, le 
signe de f (x) sera celui du premier membrc. 
Done, H la derivie V (x) est positive^ la fonction f (x) est crois- 
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sante; et si la dirivie est negatioe^ la f (motion est decroissante. Les 
riciproques sont ^Yidemment yraies. 

141. Condition commune au maximum et au minimum d'une 
FONCTiON. Lorsque la yariable de laquelle depend une foDCtion, 
change d'une mani&re continue, la fonction elle-m6me varie 
d'une manifere continue ; et le thforfeme pr6c6dent nous permet 
de trouyer les yaleurs de la yariable, pour lesquelles la fonction 
est croissante ou decroissante. 

Si la fonction consid^r^e deyienl maximum pour une certaine 
yaleur a de x^ elle est croissante lorsque x est plus petit que a, 
et d6croissante , its que x a d6pass6 cette limite. La deriyde, 
positiye d'abord, n^gatiye ensuite, doit done changer de signe, 
en passant du positif au n^gatif, lorsque Xy cioissant d'une ma- 
ni^re continue, yient k atteindre et k d^passer a. 

On yerra de m^me que si, pour a? = a, la fonction consid^r6e 
est minimum, la d^riy^e doit changer de signe, en passant du 
nigatif au positif, lorsque ^, croissant d'une maniire continue, 
atteindra la yaleur a. 

On yoit, par ce qui pr6cide, que les yaleurs de a?, qui rendent 
une fonction maximum ou minimum, sont celles pour lesquelles 
la d^dy^e de cette fonction yient k changer de signe. Et, comme 
une fonction continue ne pent changer de signe qu^en passant 
par la yaleur z6ro, interm6diaire entre les yaleurs positiyes et 
n6gatiyes, il en r6sulte qu'une fonction, dont la d6riy6e est con- 
tinue, ne deyient maximum ou minimum que pour les yaleurs 
de X qui annulent sa d^riyde. 

Mais la r^ciproque n'est pas exacte. Pour qu'il y ait maximum 
ou minimum, il faul npn-seulement que la d6riyee s'annule; il 
faut encore qu'elle change de signe : et un grand nombre de 
fonctions peuyent passer par z6ro sans changer de signe* 

Nous conclurons de \h que, pour trouver les maximums et mi-- 
nimums d^une fonction { {x)^ on risout V equation V (x) =0; on rc- 
jette les solutions pour lesquelles la dirivee ne change pas de signe. 
Quant a chacune de celles qui font changer de signe & la dirivie^ 
elles correspondent a un maximum, lorsque la dirivie passe du po^ 
sitif.au ndgatif, etawi minimum^ dans le cas contraire. 

On pent remarquer, en outre, que, s'il y a maximum, la dfi- 
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riv^e £(ant d'abord positive, puis nulle, et enfin negative, va 
constamment en diminuant : sa d^riv^e, c'est-ii-dirc la d^riv^e 
seconde f[x), doit done fitre negative. Si, au contraire, ii y a 
minimum, la dSrivto, d'abord negative, puis nulle, puis posi- 
tive, va en croissant : done la d6riv6e seconde f{x) doit Atre 
positive. Les r6ciproques sont fividentes. 

Done, pour qu'une valeur x = a, qui anmde f (x), correspande 
a wa maximum ou a un minimum^ il suffU qu'elle rende r(x) n^- 
gative ou positive. 

m 

% II. £lude de quelques fonctions. 

142. Etude- de la fonction ic*, quand x varie de a oo . 
Commengons par chercher la valeur de cette fonction pour a? = 0, 
Si Ton allribue imm6diatement cette valeur k la variable, la 
fonction prend la forme ind6termin6e 0*, qui n'a aucun sens; 
car, d'une part, toutes les puissances de sont nuUes; et, 
d*autre part, toute puissance, dont Texposant est z^ro, est £gale 
i 1. iPour connailre la veritable valeur de af, c'est-i-dire la va- 
leur vers laqueUe converge x*, lorsque x diminue de plus en plus^ 
posons : 

en prenant les logarithmes dcs deux membres, il vient : 

log 1/ = a? log a?. 
Or, puisque x doit recevoir une valeur trfes-petite, posons-le 
6gal k-'jZ 6tant tr^s-grand ; on aura : 

I 1 I 1 li 

l0g7/=-l0g- = — -lOgZ. 

Or, il est Evident qu'un nombre trfes-grand est beaucoup plus 
grand que son logarithme; (si, par exeraple, les logarithmes 
^sont pris dans le systfeme dont la base est 10, le logarithme d*un 
nombre de 1000 chifTres a seulement 999 pour partie enti^re) : 

- log ^ a done pour limite ; et, par suite, log y diminue ind^fi- 

z 

niment : d'oti Ton conclut que y tend vers Tunitd* 
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Pour ^tudier les yariations de af, k partir de la valeur 1, pre- 
Dons la d^rlv^ede cette fonction. On a (123), pour expression 
de cette d6riv6e, 

le logarithme 6tant pris dans le syst^me de Neper. 

Si X est Ir&s-petit, cette d6riv6e est n^ative ; of commence 
done par d^croUre, et diminuera tant que I'on aura : 





. l + La?<0, 


c'esl-i-dire 


Laj<-1, 


ou 


x<K 



Poura; = -, la d^riv^e s'annule. et la fonction devient mini- 

mum; x croissant h partir de la valeur-, la d^riv^e est tou- 
jours positive, et of crolt sans limite. 

143. £tude de la fonction f/ = — , le logarithme £tant 

^ a?' 

PRIS DANS le ststI:me de Neper. Pour a;=0, on a, ^videm- 
ment, y = — oo . La d6riv6e est : 

, 1 — Lx 

Gette d6riv£e est positive, tant que x est plus petit que e; la 
fonction augmente done sans cesse, lorsque x passe de la va- 
leur & la valeur e. La fonction passe alors de la valeur -^ oo ji 

la valeur -. Gette valeur - est son maximum : et, la d^riv^e de- 

venant ensuite negative, la fonction diminue ind^finiment; et . 
Ton voit sans peine qu'elle tend vers z^ro, lorsque x augmente 
sans limite. 

144. Probl^me. On donne la somme x-fy* trauver le maxi- 
mvm ou le minimwnii cte x* + y*. 

Uemarquons d'abord que, la somme x+y £tanl donnde, y 
est une fonction de a?, et que, par consequent, rr"*-}-i/"' est 
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aussi fonction de x; on pent, par consequent, lui appliquer le 
thtorime d^montr^ plus haul (141). 



Posons : 


a? -f y = 2a, 








. 


a?"* +7/*"— If. 








Ufaut chercher la d6riv6e de w, et I'^galer a 0; 
demment : 


or, 


on a 


vi- 


D'ailleurs, T^qualion 


a; + 2/ == 2a, 








donne : 


l+l/'=0; 




• 




done : y' = 


= -i; 








et, par suite, n'= 


= W?j;"^* — 7717/**-^ 








La condition 


n' = 0, 








revient done h 


a;'"-':=i/'"-', 









et exige, par consequent, que Ton ai( a?=.i/, et, par suite, 
a?=a. 

Pour savoir s'il y a maximum ou minimum, il faut chercher 
(141) si, lorsque x, en croissant, passe par la valeur a, la dd- 
riv6e, en changearit de signe, devient n6galive ou positive. Or, 
en supposant m plus grand que 1, pour x plus petil que a, 
{mx"^^ — my'^'-^) est. ndgalif; et, pour a? plus grand que ct, cetle 
difference est positive : done il y a minimum. La conclusion 
serait opposde, si (m — 1) dlail ndgalif. 

148. Probl&me. Chercher kfi valeurs maxima et minima de 

r expression, 

\2 — 5X + 6 



y = 



x' + X -t- 1 



Cherchons d'abord la d^rivde y' de y; on a, d'aprfes la r^gle 
donn6e(12i): 

^ (2a?— 5)(a?^ + a?+l)— (2r+l)(a?'— 5a?+6) ^ 6j^-10a?~-ll 
^"" {x'-\-x+\y "~ (a;'^ + a?+l)*' 

Le d^norainaleur de y' 6lant positif, le signe de cette d6riv6e 
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sera celui de (Gap*— lOa? — U). Or, cctrinome est n^gatif, 
quand x est compris entre les racines de I'^quation 

[1] 6a;* — lOa?— 11=0, 

Gt ii est positif dans le cas contraire. 
Les deux racines de r^quation [1] sont: 

5=pv/9l 
X— ^ , 

, . . ,. ( a/ = — 0,75656 53357, 

' I a/'= 2,42323 20024; 

les valeurs correspondanles de y sont : 

19±2v/9T 



y= 



3 



cVst-i-din?, f^*^'"" 



= 12,69292 80094, 
0,02626 13428. 



On voit qne la fonclion y, qui ne devient pas infinie, puisque 
(a;'-I-a?-|-l)ne pent 6lre nul, et qui est par consequent conti- 
nue, est croissante, lorsque x varie de — oo h x'; eile d6croft 
cnsuitc, lorsque x varie de x' k of, pour augmenter ind6fini- 
ment, quand x augmente h partir de la valeur a?". Elle atteint 
son maximum pour x=x'^ et son minimum pour x=iof. 

On voit, d'ailleurs, que, pour des valeurs trfes-grandes de a?, la 
fonclion difl^re peu de TunitC; car, en remplaganl, pour de 
telles valeurs, le num^rateur et le d6nominateur par leurs pre- 
miers termes, qui sont ^gaux, Terreur relative commise sur 
Tun el sur Taulre, et par suite, sur le quotient, est 6videmment 
tr^s-petite. 

En r6sum6, la marche de la fonclion est radiqu6e par le ta- 
bleau suivant : 
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x=x = — 



0? = — 00, 


»=i. 


a;' = — 0,75656. .., 


y = 12,69892. . . Q)a\imuili, 


x= 0, . 


y = 6, 


x= 2, 


y = o, 


• 

x= 2,42323..., 


y = — 0,02626 . , , minimun 


x= 3, 


y = o, 


a? = 00 , 


y=i. 



146. Gas oi la fonction devient dtscontinue, Les fonciions 
consid^r^es pr/^c6demnient sont continues, et les Ih^orimes d£- 
montr6s (140, 141) s'y appliquent sans difficult^. Mais il n'en 
est pas toujours ainsi ; ct il faut alors avoir soin d*examiner h 
part les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction 
change brusquement de valeur. La consideration de la d^riv^e 
nc sufOt plus alors pour 6tudier les variations de la fonction. 

Soit, par exemple, la fonction 



y = 



x^ — 2a? + 7 
rr'— 8x-h 15' 



On voit imm^diatcment que cette fonction est discontinue pour 
les valeurs x = Z etx=b, qui annulent le dinominateur; et, 
par consequent, on ne pourra appliquer les th6orfemes de la 
thiorie des deriv^es, que pour des valeurs de x variant entre 
des limites qui ne comprennent pas Tun des nombres 3 et 5, 
On a, en prenant la deriv^e de y : 

J- 6a?* +165? +26 



(a;*^ — 8a7+ 15)' 



Si Ton r^sout I'^quation, 



— 6a?«+ 16a? + 26=0, 



on trouve : 



et, par suite, 



{ 



4zFv^55 

0;*=— 1,13873 28290, 
a/'= 3,80539 94957; 
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les valeurs correspondantes de y sont : 

y=—7dt)/bb, 
y4 = 0,41619 84871, 



( y4 = 0,41619 
(1/, = — 14,41 



^^ ' •' '-619 84871. 

Par suite, y' est nfegalif, tant que x est compris entre — « et a?', 
positif pour les valeurs de x comprises entre x' et rr*'; et il rede- 
vient n6galif, pour x plus grand que a/'. D'aprfes cela, on devrail 
conclure (140) que y d6crolt, lorsque x varie dans le premier 
ititcrvalle, qu'il augmente dans le second, et qu'il diminue dans 
le troisi&me. Mais, pour les raisons indiqu^es plus haut, ces con- 
clusions cessent d'etre exactes, h cause de la discontinuity de y. 

y diminue, en effet, quand x varie de — co kaf: car, dans cet 
intervalle, la fonction est continue, et la d^riv^e est negative. 

Lorsque x varie de a/ Ji 3, y augmente ; il devient inGni pour 
a? = 3 ; puis il passe brusquement h la valeur — oo , et augmente 
de nouveau jusqu'i x=^(x!\ valeur pour laquelle y est maxi- 
mum. Apartir de la valeur a^, y diminue jusqu'i ce que Ton 
ait a? = 5, valeur pour laquelle y est — oo ; puis celte fonction 
passe brusquement h la valeur -f- oo , et diipiuue ensuite sans 
cesse, & mesure que x devient de plus en plus grand. 

Si Ton remarque, comme plus haut, que, pour des valeurs 
trfes-grandes de a?, positives ou negatives, y diff^re peu de I'u- 
nit^, on pourra repr^senter les conclusions qui pr^c^dent parle 
tableau suivant; et Ton se fera facilement une id^e de la marcbe 
de la fonction, qui, dans chaque intervalle, varie toujours dans 
le m6me sens. 

a?— —00, t/=l, 

a? = a?' = — 1,13873..., y = 0,41619... minimum, 

a?= 0, y = 0,46666..., 

a?= 3, y = ±:x, 

x=3i'= 3,80539..., y = — 14,41619... maximum, 

x= 5, y=:=poo, 

a?= 00, 1^ = 1. 
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% III. Application des d^riv^es k la determination des valeors des 
fonctions qui se presentent sous une forme ind^termin^e. 

147. Gas otir une fonction se pr^sente sous la forme -• 

Soit une fonction : 

_f(x) 

et supposons que, pour a? = a, on ait, k la fois, f{a) = Q^ 
P (a) = 0; y se pr6s(?nte sous la forme jr; et Ton peut se propo- 
ser de determiner la limite vers laquelle tend y, lorsque x tend 
versa. Cetle limite est ce qu*on appelle souvent, improprement, 
la vraie valeur de y. 
Pujsque f{a) = 0, P (a) = 0, on a identiquement : 

r(x)-f (a) 
f {x) __ f{x)—f (a) __ X - a 

X — a 

Or, lorsque x tend vers a, les termes du rapport, dans le second 
membra, tendent respectivemenl, et par definition m6me, vers 
Iesd6riv6es f{a) et F'(a). Done, en prenanlles iimites des deux 
membres, on a, pour a? == a : 

,. f{x) f'(a) -,. f(x) ,. fix) 

Done si /*'(a?) et P' (x) ne sont ni nuUes ni infinies, pour a? = a, 
la vraie valeur de j est la valeur du quotient des derivies de ses 
deux termes. 



a;«» — a«» 



148. Exemples. 1*» Vraie valeur de , pour a? = a. Le 

X — a *^ 



ma?*^* 



quotient des d6riv6es est — j — , et la limite est ma*~*. 

i40. Gas oilr une fonction se priSsente sous la forbie ^. 

Supposons que, pour x^a^ la 'fonction y = ~~ se pr6sente 

r \xj 
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SOUS la forme g , c'est-Ji-dire que Ton ait /" (a) = « , F (a) = oo . 
On a identiquement : 

F(a?)'"P(a?)7(a?)* 

Or, pour xsszQy ^t— n et 77-. sont nuls : done la vraie valeur de 
* ^ ' ¥{x) f{x) 

cette expression sera la limite du quotient des d^riv^es (147). 

Or ce quotient est : 

-w{x) ^ ^r{x) fnx\\\r(x) 

¥{x)* • r{xy ' ^^ \V{x)/ 'F{xy 

Si done la limite de y n'est ni nuUe ni inflnie, et qu'on la d6- 
signe par L, on aura, pour la determiner: 

F(a?) \F(aj)/ ¥' (xy 

ou L=L*:lim|r|^j, d'oii L = limjir^, 

comme dans le premier cas (i47). 

Si la limite de y est 0, le raisonnement precedent ne s'ap- 
plique plus. Mais alors on remarque que^ h d^sigaant une con- 
stante, Texpression 

devient aussi ^ pour x=a^Qi que sa vraie valeur est hy puisque, 



par hypothtee, |r7^x a pour limite 0. On peut done appliquer la 
r^gle pr^c^dente; et Ton a : 

r(a) + feF(a) ^r(a) , .. 
"r^ F'(a) ""F'(a)"^''^' 

done ^=0. ou lta^=«=,i.^. 

La limite de y est encore la limite du rapport des d^riv^es* 
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II en serait encore de mfime, bi la limite de y ^taitinflnie. Gar 

si Jt^== 00 . il en r6sulte que j-j4 = 0; par suite, en vertu de 
P (a) * f (o) 

ce qui precfede, fr7-^\ = ^> ®^> P^"* consequent, '«rH = ^ • 

150. Gas ox!r une fonction se pr^sente sous la forme x «> . 
Si Ton a un produit y = f{x)x¥{x)j et que, pour x = af on 
Irouve /'(a)=0, P(a) = oo , on 6crit: 

f (X) V (x) 

fix) TJx) 

et Ton applique les regies pr^cMentes ; car, sous la premiere 

forme, y deviant -,et il devieni ^ sous la seconde. 

iSi. Gas o£r une fonction se prj^sente sous la fokbie 0*. 
Soit la fonction 

y = ¥{xy^% 

el supposons que P (a) = 0, et f{a) = 0. Si Ton prend les loga- 
rithmes des deux membres, on a : 

logy = /'(a?)XlogP(a?). 

Si Ton peul trouver la limite du produit f{x) X logF (a?) par la 
rfegle (180), on aura celle de log y, et par suite celle de y. 

152. Gas otr a = oo . La demonstration des r&gles prdc^dentes 
suppose que a a une valeur finie. Mais on pent prouver directe- 
ment que les regies subsistent, lorsque la forme ind^termin^e 

rfesulte de Thypothfese a; = oo . Soit, par exemple, y = '—j^ une 
tonclion qui, pour a? = oo , prend la forme -z. Posons a? = - ; 



nous aurons : 



a;. 

y= 



'Q 
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Or, pour a;= go , on a z = 0. On pent done appliqucr la r^glc 
(147), et Ton a: 






limy = lim — ^f~^l~ = lim — 7— ==lliii'— ^ 



Ge qu'il fallait d^montrer. Seulement il faudra s'assurer, arant 
d'appliquer les rfegles, que s-M ^^ W7\ Pendent bien vers une 

limite d^termin^e, quand x lend vers 00 . Par exemple, I'ex- 
pression 

, coso? 
a? + COS a? ' rr 



X — sin X sin a; 

X 

tend ^videmment vers 1, quand x tend vers 00 : tandis que le 

1 ~"~ sin X 
rapport des d6riv6es •; — ^—7— a une limite compI6tement ind6- 

terminte. 

•I 
153. Remarque. II pent arriver qu*en appliquant les regies 

pr^c^dentes, on rencontre des dSriv^es qui pr6sentent toujours 
la mfime ind^termination que la fonction dont on cherche la 
vraie valeur. Dans cc cas on est oblige de recourir \ des arti- 
fices particuliers (voy. la V^ partie, n" 240 et suiv.). Ce qu'il y 
a, le plus souvent, de mieux k faire, dans ce cas, c'est de rem- 
placer x par a+A, d'effectuer les r6duclions, et de poser en- 
suite A = 0. 

Soil, par exemple, y = y.^JZ^ ; elle devient - pour x=^a^ 

)/ x* — a* 

et les d^riv^es de ses deux termes deviennenl toutes infinies. 

En posant rr = a + A> on a : 

ou -1 r, ou 19 



et sous cette forme, on voit que la limite est z^ro, quand h tend 
vers z6ro. 



m 
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S ly. Retour de la d^riv^e k la fonction primitiye. 

iS4. Th£or£:me. Deitx fonctions^ qui ont des d^rivSes igcUeSf ne 
peuvent differer que par une constants Si deux fonctions ont des 
dSriv^es 6gales, leur difference a 6videmment pour d^rivde 0. 
II suffit done, pour prouver le lh6or6me 6nonc6, de faire voir 
qu't^ne fonction, dont la derivie est nulle, est nicessairemnt con- 
stante. 

Soit ¥(Xj une fonction dont la d^riv^e soit nulle. Gonsid^rons 
les fractions suivantes : 

f{x + h ) — ¥(x)_ 
h -'*' 

V(x + ^h)-'V(x + h) __ 

[1] (p(a;-|_3/i)-_p(a; 4-2/1) 



I 



h 

9 

F(a? + n/i) — P[a?-h(n— l)/i] 



= e„. 



Supposons que, h tendant vers z^ro, n augmente de telle ma- 
nifere, que le produit nh conserve une valeur conslante k. Les 
seconds membres ei, ej,..,en tendront tons vers z6ro; car, par 
hypothfese^ le rapport de Taccroissement de la fonction h Tac- 
croissenient infiniment petit de la variable a toujours z^ro pour 
limite.En chassant les d^nominateurs des Equations [l],etajou- 
tant ensuite ces equations, il vient : 

V{x + nh) — ¥{x) = ¥{x + A;) — ¥{x) = h{i^ + e^ + . . .e»), . 

et, en nommant t\ le plus grand des nombres ei, ct,...6A, en va- 
leur absolue, 

F(a? 4- A;) — F(a7)<nr,/i<Tifc. 

Or, les quantites ei, 6i,...e,, tendant toutes vers z6ro, la plus 
grande d'entre elles r, pent devenir aussi petite que Ton veut; et, 
par suite, la difference fixey¥{X'{-Ti) — F(a?), ne peuldiff6rer de 
zero. Deux valeurs quelconques de ¥{x) sont done egales entre 
elles; et la fonction est constante. 

Alg. sp. B 9 
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i8S. ReYENIRDE la D^RIV^E a la FONCTION PRIMITIYEy DANS LES 

CAS LES PLUS SIMPLES. L:\ recherche d'une fonction, dont la d^ri- 
Y^e est donn^e, est Tun des probl6mesles plus difficiles que pr6- 
seute Fanalyse ; et Ton est loin de saYoir le r^soudre en g^n^ral. 
Le th^orime qui pr^c^de prouYe, au moins, qu*une fois une pa- 
reille fonction trouY^e, toutes celles qui ont, cofume elle, la 
d^riY^e propos^e, s'obtiendront en lui ajoutant une constante, 
de Yaleur arbitraire. 

Nous nous bomerons ici h trailer le probl^me, dans les cas 
ies plus simples, ou la solution s'apergoit, en quelque sorle^ im- 
m6diatement : 



1* Quelle est la fonction dont la d^iiY^e est AoT? 



i^ Quelle est la fonction dont la d^riY^e est cos mxl 



3* Quelle est la fonction dont la d^riv^e est sinmxl — 



kx' 



ilH-l 



m-f- 1 

sin mx 
m 

cos ma? 
m 



/I* \(\cr A 

4® Quelle est la fonction dont la d6riY6e est a"? -^ — ^^^ 

log o.^ 

( ^ Quelle est la fonction dont lad^riv^e est tang x1 

^ . sin a? cos'rp 

On a: tanga? = = : 

° cos a? cos X 

et Ton voit que la fonction demand6e est — log cos a?. 

6* Quelle est la fonction dont la d6riv6e est-; ? 

On a, en effect uant la diYision : 

1 — X ' ' ' ' I — a? 
La fonction demand^e est, par consequent, 

.^4-|' + a;-L(l-a^). 
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?• Quelle est la fouction dont la d6riv6e est -: ? 

sin X 

r. 1 1 « — rr- tang* ire 
sin X 2sinia?cos4a? r— tang i x 

La fonction demand^e est, par consequent, L tang | x. 

8* Quelle est la fonction dont la d6riY6e est , , , ? 



On a: 



1 

1 « 1 a 



a* + x^ a . . x^' 



1 0? 

la fonction demand^e est done- arc tang -. 

Lx 
^^ Quelle est la fonction qui a pour d^riv^e — ? 

r. La? 1 T 

On a : — = --. La?; 

X X 

done la fonction est ^ (La?)*. 

10* Quelle est la fonction qui a pour d^riv^e -p ? 



On a: 



1 X 



xLx Lx^ 



et, par consequent, la fonction demand^e est lla. 

Nous nous bornerons & ces exempJes, ne pouvant indiquerici 
aucune des m6thodes que Ton emploie^ pour r^soudre le pro^ 
blftme, dans des cas un pen moins faciles^ 

R^SUBdK* 

l58. De&niiion des fonctions ct'oissantesoud^roissanteB. — 140. Condi'* 
lion pour qu'une fonction soit croissante ou d^croissante. — 141 . Condi- 
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tion commune au maximum ou au minimum d*une fonction.^ 1 42. Elude 
de la fonction cc*. — 143. £tude de — . — 144. Maximum ou minimum 

X 

de of* + ]/<", quand x^y=a. — 145. Maximum et minimum d'une 
fraction du second degr6. — 146. Examen d'une fonction discontinue. 
— 147. Recherche de la vraie valeur d'une fonction qui se presente 

sous la forme -. — 148. Exemple. — 149. Gas oil la fonction de- 

00 

vient — . — 150. Gas oil la fonction devient X <». — 151. Gas ou 

00 

elle devient 0^ — 15^ Gas oii a=oo. — 155. Remarque. — 154. Deux 
* fonclions, qui ont .mdme deriv^e, ne different que par une constante. — 
155. Retour de la d6riv6e k la fonction primitive, dans les cas les plus 
simples. 

EXERCICES. 

I. Trouver les bases des syst^mes, dans lesquels un nombre peut 6tre egal i 
son logarithme, en employant Tun .des proc^d^s suirants : 

1* On dtudiera la fonction x — logo;; et Ton cherchera la condition, pour 
qu'elle puisse devenir nuUe. 

X 

2* On 6tudiera la fonction • ; et Ton cherchera la condition , pour qu'elle 

puisse devenir ^gale k I'unit^. 

3" On 6tudiera la fonction a* — s; et Ton cherchera la condition, pour 
qu'elle puisse devenir 6gale k z^ro. 

4** On^tudiera la fonction — ; et Ton cherchera la condition, pour qu'elle 
puisse devenir 6gale k Tunit^. 

On devra, bien entendu, trouver, des quatre manidres^ le mdme resultat, 
qui est 

o < e". 

II. Examiner si T^quation 

deut admettre d'autre solution que « = m. 

On met facilement cette Equation sous la forme : 

logag logm 

X m 

loft X 

On rcpondra done it la question, en ^tudiant la fonction -^—9 ct en cher- 



* o** 
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chant si cette fonction peut prendre deux fois la m6me valeur pour des valeurs 
diffi^r^ntes tn et a; de la variable. 

• 

III. Un point lumineux, placS sur une droite verticale, icl^re une portion 

tr^s-petite d'un plan horizontal, situ6e k une distance d de la droite verticale : 

6tudier les variations de la quantite de lumiere regue, lorsque la hauteur x du 

point lumineux varie. 

d 
Le maximum a lieu, lorsque x = "y=, 

IV. Un tronc de pyramide r^guliere, k bases octogonales, est cireonscrit k une 
sphfere, de rayon donn6 r. Etudier la variation du volume, lorsque varie Tincli- 
Daison des faces lat^rahs sur les bases'. 

Le minimum a lieu, lorsque le tronc devient un prisme. 

v. Une ligne droite, dejongueur donn^e 2a est courbi&e en arc de cercle, de 
rayon variable : 6tudier la variation de Taire du segment compris entre Pare et 
sa corde. 

Le maximum a lieu , lorsque Tare forme une demi-circonf6rence. 

VI. Trouver la vraie valeur de (1 — x) tang — - pour x = \, 

2 

On trouve - . 

It 

VII. Trouver la vraie valeur de «"«"* pour ir=». 
On trouve z6ro. 

VIII. Trouver la vraie valeur de ap» pour «=». 
On trouve runit6. 

IX. Trouver la vraie valeur de x^ pour fl?=0. 

On trouve Tinfini. 

ft" 

X. Si Ton designe par U. la fonction qui a pour d6riv6e — = on a : 

N'l— x» 
mU«=-a5— » /r=^4-(t» — l)U»j. 

Comme on a, d*ailleurs, 6videmment : 

U»=:arcsind?, Ui = — ^1 — «', 

on peut conclure de cette formule un moyen g6n6ral de former U. , quelle que 
soit la valeur paire ou impaire de m. * 



CHAPITRE III. 

8£RIE8 QUI SEHVENT AU GALCUL DES LOGARITHliES 

ET DU NOMDRE ic. 



S I* series qui servent au calcul des logarithmes. 

I ISO. D^VELOPPEMENT EN s^RiE DE — L (1 — u). Soit X line va- 
rial^lo, quenousferonsvarierdepuisa? = Ojusqu'Jia?'=M, wd&i- 
gn&?:l une constante positive et moindre que 1. Posons : 

[I] r(^)=-L(i-a?), 

le signc L d^signant^ comme dans le chapitre pr6c6denty un lo- 

garithmc iiAp^rien : la d6riv6e de f{x) est ; et Ton a 6vi- 

demment ; 

ainsi que Ton s*en ossure, soit en faisantla division, soit en som- 
mant la premiere f artie du second membre, h Taide de la th£o- 
rie des progressicn?.. 
Posons aussi : 

.[3] ^'(a,)..-.^4.| + |+....+l; 

la d6riv6e de y (a?), d6s?ij;n(!''o, suivant Thabilude, par <p' (a?), sera 
pr6cis6ment la premiere p iitie de /*(a?); et Ton aura : 

[4] <p'(a?)=:l+a?4-a;' + ....+a;*+*. 

En retranchant T^quation [4] de I'^quation [2], il vient s 



f{x)-<i\x) = ^ 



X 
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Le second membre de celle Equation est positif et moindre 
que ,tant que x n'est pas 6gal i w; on a done : 



r(a?)-?'(a^r-i^<o. 



Ces in^galitfis montrent (i40), que les fonctions f(x)—(f (x) et 
/^(a:) — (p (a?) — T— j—TTTi — -T, sont, la premiere croissante, la 

deuxifeme d^croissante, quand x crott de i t^. En eflfet, les 
deux fonctions sont continues; etla premiere a une d6riv6e con- 
stamment positive, tandls que la seconde a une d6riv6e constam- 
ment negative. 

D'ailleurs, les deux fonctions dont il s'agit sont nulles pour 
x = 0; done, pour x= u, la premifere est positive, et la seconde 
est negative. 

On a, par consequent : 

/•(u)_(p(t,)>0, 



^^ft+i 



f(u) — 3) (t^) — 7 r— TTl T <0 ; 



W**-^* 



f(u) est done compris entre <p {u) et <p (n) + / . .w.^ y et il 
est, par suite, fgal h^{u), augments d'une quantity laoindre que 
; — : — —, :• Cetle quantity pent, fividemment se repr^sen- 

(n+l)(l— W) 1 r -7 r 



^n4i 



ter par , en d6signant par 6 un nombre positif 

infirieur h TunilS. On a done enfln : 



tt"+* 



c'est-i-dire. 



u^ , u* . tz* . . W""*** 



-L(l-w)=w + - + -.... + -- + e 



2 ' 3 ' n ' (n+l)(l— w) 
w 6tant, comme on I'a suppos6, inf^rieur k Tunitfe, on volt que 
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(n+l)(l~t«) 
a, par consequent : 



tend vers z6ro, k mesure que n tiugmente; et Ton 



u^ . w' . w* 



[a] — L(l— w)=w+-+ j+ -4+— • 

La demonstration mfeme prouve que la s6rie, qui forme le 
second mrmbre, est convergente, lorsque u est plus petit que 
I'unite. On pourrait aussi le d^duire des regies demontr^es 
(Liv. I, chap. I). 

187. D6VELOPPEMENT DE L (1 +M). Soit a? une variable, que 
nous ferons varier entre les limites et u, u d^signant une con- 
stante positive moindre que 1. Posons : 

[1] /(a;) = L(l+a?); 

la d6rjv6e de f (x) estr-] — ; et Ton a ividemment : 



x' 



1 -f- 



1 +0; 
Posons aussi : 

X^ X^ tJ/* 

[3] ^(a;)=a?— •s;-+-....±-, 



' 3 n 

et designonSy suivant la notation habituelle, par (p' (x) la deriv^e 
dc(f{x); nous aurons : 

[4] 9'(a?)=l— a?+rc*— a?+.,..dia?»-*. 

En retrancb'ant requation[4] de chacune des Equations [2], on 
obtient s 

Les seconds metnbres de ces Equations sont de signes con- 
traires; par consequent, les deux fonctions f{x) — <f{x) et 
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f{x) — 9 {x)± y ayanl leurs d6riv6es de signes contraires, 

sont Tune croissante, I'autre d^croissante, quand x crolt cTe 

Ji M; et, corame elles sont nulles pour a?=0, elles sont, pour 

x:=u^ de signes contraires; et/ {u) est, par consequent, compris 

entre 

It***"* 
(p(u) el (p(iOq=^^pq7Y- 

On a done, en d^signant par un nombre positif moindre 
que 1 : 

r(u)=cp(iO=F;^^pj; 

et, par suite, comme tend vers z6ro, lorsque n augmente. 



[6] L(i+«)=«-^+^-;^+.... 



Noqs remarquerons, comme k la fin de Tarticle pr6c6dent, 
que la dtoionstration mfime de la formule [&] prouve que la 
s6rie, qui forme le second niembre, est convergente, lorsque u 
est moindre que 1 . 

lia demonstration pourrait mSme se faire, sans modifications, 
si Ton avait u= 1 ; et la s6rie pr6c6dente pent donner, par con- 
sequent, le logarithme neperien de 2, 

ltS8/ FOKMULE POUR LE CALCUL DES LOGARTTHMES N^p£rIENS. 

Reprenons les deux formules : 

L(l+ti) = w— - + - — -+...., 

— L(l — ti)=w+-4- -4- -....; 
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il vient, en ajontant, et en observant qae 

L(l+u)-L(l-«)=L(i±^), . 

^tant plus grand que 1, posons : 



I— w 






dou u=^ 



2N + h' 
L'6qualion [1] devient, en observant que 

l5L±1\-=l(N-j./0-LN, 



[c] L(N+/i)=LN+2 



h . /i» 






Cette formuUy od N et /t d6signent deux nombres positifs quel* 
conques, permet de calculer L(N+/i), quand on connait LN. 

189. LiMITE DE L'eRREUR COMMISE, en S'ARRfeTANT AUN CERTAIN 

TERME. Si Ton neglige, dans le second membre de T^quation [c], 
tous les termes qui suivent ^ /Q-tiwoMt^Ntm ^ I'erreur com- 
mise « sera 6videmment moindre que 

c'est-i-dire moindre que 



2/i 



2i+t 



(2i+3)(SN+/0-(l-(,-jA^Jj' 

CD aura done : 

M .<■ "■" 



(2i -f- 3)(2N + /i)"-^^ 2N(N -f-/i)' 
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En particuliery si Ton neglige, dans la s^rie, tons les termes 
qui suivent le premier, et que Ton derive simplement : 

L(N+A)=LN+^. 

' Terreur commise sera moindre que 



6N(N+/i)(2N+/0* 



et, k plus forte raison, moindre que 

12 W 

160. Galcul de LlO. Le module du systfeme viilgaire est Tin- 
verse du logarithme n6p6rien de 10. II est important de con- 
nattre ce nombre. Pour le calculer, on cherche d'abord LlO, 
Or on a : 

L10=L2+L5. 

En faisant N=l , /i=l, dans la formule (c), on a : 

Pais, en faisant N=4, h=l, dans la m6me formule, et remar- 
quant que L4=2L2, on a : 

Par consequent. 
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ou, en faisant passer les coefficients de chaque s^rie aox nu- 
m^rateurs, et simplifiant : 

2 2 2 2 

On calcule d'abord les nombrcs^, -^ Te* Ts' *-** ^^^^ cbacun 
est le ncuviime du pr^c6dent. On a ainsi : 

ll = 0,22222 22222 22222 22222 22 



-^=0,02469 13580^24691 35802 47 



-5" = 0,00274 34842 24965 70644 72 



^=0,00030 48315 80551 74516 08 



^=0,00003 38701 75616 86057 34 



^ = 0,00000 37633 52846 31784 15 



— = 0,00000 04181 50316 25753 79 



Jj= 0,00000 00464 61146 25083 75 



^ = 0,00000 00051 62349 58342 64 



TH£0R1£ DES D£RIV££S. 141 

2 
3io=0.,00000 00005 73594 39816 85 



2 
— = 0,00000 00000 63732 71090 65 



2 
gi4 = 0,00000 00000 07081 41232 29 

2 
^ = 0,00000 OOOOO 00786 82359 14 

2 

pi =0,00000 OOOOO 00087 42485 35 

2 

^=0,00000 OOOOO 00009 71387 15 



2 

^=0,00000 OOOOO 00001 07931 91 

2 

^ = 0,00000 OOOOO OOOOO 11992 43 

2 

^ = 0,00000 00000.00000 01332 49 



— = 0,00000 OOOOO OOOOO 00148 05 



^0=0,00000 OOOOO OOOOO 00016 45 



2 
^=0,00000 OOOOO OOOOO 00001 83 



2 
^ = 0,00000 OOOOO OOOOO OOOOO 20 

On forme ensuite les termes de la premiere s^rie, en divisant 
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respectivenient les nombres ainsi obtenus par 3, 5, 7. . , On a 
ainsi : 

2, 

0,07407 40740 74074 07407 41 
0,00493 82716 04938 27160 49 - 
0,00039 19263 17852 24377 82 
0,00003 38701 75616 86057 34 
0.00000 30791 06874 26005 21 
0,00000 02894 88680 48598 78 
0,00000 00278 76687 75050 25 
0,00000 00027 33008 60299 04 
0,00000 00002 71702 60965 40 
0,00000 00000 27314 01895 99 
0,00000 00000 02770 98743 07 
0,00000 00000 00283 25649 29 
0,00000 00000 00029 14161 45 
0,00000 00000 00003 01464 98 
0,00000 00000 00000 31335 07 
0,00000 00000 00000 03270 66 
0,00000 00000 00000 00342 64 
0,00000 00000 00500 00036 01 
0,00000 00000 00000 00003 79 
0,00000 00000 00000 00000 40 
0,00000 00000 00000 00000 04 

2,07944 15416 79835 92825 13=3L2. 

On forme de mSme les termes de la seconde s6rie; et Ton a : 

0,22222 22222 22222 22222 22 
0,00091 44947.41655 23548 24 
0,00000 67740 35123 37211 47 
0,00000 00597 35759 46536 26 
0,00000 00005 73594 39815 85 
0,00000 00000 05793 88280 97 
0,00000 00000 00060 52489 16 
0,00000 00000 00000 64759 14 
0,00000 00000 00000 00705 44 
0,00000 00000 00000 00007 79 
0,00000 00000 00000 00000 09 
0,22314 35513 14209 75576 63 
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Puis on ajoute les deux r^sultats; ce qui donne : 

L10 = 2,30258 50929 94045 68402, 

On en conclut, par division, que le module des logaritlimes 
vulgaires est : 

^ = \oge = ^r^^-—'=0,kZk29 44819 03251 82765. 

L lU 2^302 ... • 

161. Galcul des logarithmes vulgaires. Pour obtenir les 
logarilhmes vulgaires, c'est-i-dire les logarithmes dans le sys- 
t^me dont la base est 10, il faut multiplier les logarithmes n^p6- 

riens par le facteur ^r--, dont nous venons de trouver la valeur. 

On pourra aussi calculer imm^diatement les logarithmes, en 
remarquant que, si Ton d6signe ce module par M, et qu'on 
emploie la notation log. pour indiquer ces logarithmes vulgaires, 
iaformule [c] devient : 

log(N+A)-logN=2M (^+ip^.+...}. 
Si Ton suppose A= 1, cette formule devient : 

G'estla formule employee par les calculateurs, qui ont construit 
les tables dont on fait usage. On ealcule seulement les loga- 
rithmes des nombres premiers; les autres s'obtiennent par des 
additions. Les premiers calculs sont laborieux : mais, lorsqu'on 
arrive k 101, deux termes de la s^rie suffisent pour obtenir son 
iogarithme avec huit decimates; et lorsqu'on d^passe 1000, le 
premier terme suffit. 

1 

S II* Series qui servent au calcul du nombre'ie. 

162. D^VELOPPEMENt DE atc taug u. Soit X une variable, que 
nous supposons comprise entre et une limite constante u> in- 
f^rieure ou 6gale k I'unit^. 
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Posons : 

/'(aj) = arc tango;; 

cet arc ^tant celui qui s'annule avec x, el qui varie ensuite 
d'une mauifere continue avcc cette variable. Nous aurons : 

/*' (a?) == — ^, = 1 — a;^ + a;*-- a;^ +. . . . — 0?**-* + 7-^,. 
' ^ ^ 1 + a?* ' ' ' I + a?* 

^ , , a^ , 0^ x^ a/***~* 

Posons: cp(a;)=:a;- - + --y-...-^-^— ^, 

et, par suite : 

V(a?)=l—i»^ + a?*— a;^— ... — a;^*; 

V 

nous aurons : f (a?) — <p' (a?) = 7nr::5' 

Par consSquenf, la diff6rence /"(^)— ?'(^) est conslamment po- 
sitive, et nioindre que a;**. On pent done 6crire : 

/'(a?)-5p'(a;)>0, 

r.(^)-?'(^)-^"<o; 

et, par suite, la fonclion /(a?)— (p (a?) est crpissante, et la fonc- 
lion /*(a;) — (p (a?) — r — ^77 ^^' d^croissante, lorsque a? varie de 

k u. Mais ces deux fonctions sont nulles, pour x=^0. La pre- 
mifere est done positive, et la secondc n6gative, pour x = u\ en 

sorte que f{u) est compris entre (p(w) et 9 {u) + , ■ . Et Ton 

pent 6crire, en d6signanl par 6 un coefficient posilif moindre 
que 1 : 

c'est-Ji-dire, 

arctangw=it h-r + -T+-* — , x+^', — 1—1 i 

. J ' 5 ' 7 * 4n — 1 ' 4n4-l 
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It*""*"* 

et comme, pour une grande valeur de n, le terme -r—j^ 
est aussi petit que Ton veut, on a : . 

|f5 •jS <I*T »j9 

[g] arctangw=w- J+-— y +-^— .... 

Les deux membres de la formule changeant de signe avec u, 
celle-ci s'applique ^vidennnent aux valeurs de u comprises 

CDlre — let + 1- 

163. Gas od u est plus grand que l'uniti^. Si Ton donnait 
une tangente u plus grande que l*unit(6, la s6rie» qui donne Fare 
correspondanty devenant divergente, ne serait plus d*aucun 
usage; mais on pourrait facilement calculer Tare demand^, en 

cherchant k sa place arc tang -, qui en est ^videmment le com- 

pl^menty et qui sera fonn6 par une s6rie cohvergente. 

Soity par exemple, k trouver arc tang 4,49341; on fera usage 
deJa formule : 

w , ^111,11, 
- — arc tangu=arc tang- = t^+t-s— ;n + 

2 ° ^ u u 3u' 5u' 7v/ ' 



• ••• 



Pour calculer les termes successifs de cette sirie, oh formera 
d'abord les fractions - , -t9 -^t. • . ; ce qui sera facile, chacune 
s'obtenant en divisant la pr^cidente par le diviseur fixe 

w* = 20,19073 34281; 



• • 



on aura amsi : 



-=0,22253 81315 97161 



^ = 0,01102 22906 16122 
w 

1=0,00054 59083 81950 
i = 0,00002 70375 70670 



/iLG. SP. D. 10 
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i =0,00000 13391 07902 

\i = 0,00000 00663 22895 

4i= 0,00000 00032 84819 

4i = 0,00000 00001 62589 

JL = 0,00000 00000 08058 

JL = 0,00000 00000 00399 

J^ = 0,00000 00000 00020 



u 

ronenconclura: 

1 =0,22254 81315 97161 r^ = 0,00367 40968 72041 

u 3u* ' 

J^ = 0,00010 91816 76390 =^ = 0,00000 38625 10096 

5w» * lu* 

-L= 0,00000, 01487 89767 ,-r^ = 0,00000 00060 29354 

9ti» * ' llu" 

,J-=: 0,00000 00002 52678 tt^-. = 0,00000 00000 10846 

13u** 15u" ' 

-i^, = 0,00000 00000 00474 r^ = 0,00000 00000 0002 1 

17w" ' 19u" ' 

-;iT. t= 0,00000 00000 00001 



. =0,22265 74623 16471 . =0,00367 79354 22358 

done : arc COtang (4,49341) = + 0,22265 64623 16471 

— 0,00367 79654 22358 



1^1^^* 



OU arc COtaDg (4,49341) = 0,21897 94968 94113. 
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Puis : arc tang (4,49341) = - — arc cotaDg (4,49341) 

= + 1,57079 63267 94897 
— 0,21897 94968 94113 
ou arc tang (4,49341) = 1,35181 68299 00784. 

164. GaLCYTL DU rapport DE la GIRCONFI^RENCE AU DIAHfiTRE. 

Si, dans la formule d^montr^e (i6i), on suppose u= 1^ Tare 
dont la tangente est u, est 6gal k -» et Ton a : 

4~"*~3"*'5 7"^9 •••• 

Gette s^rie est convergente ; mais les termes d^croissent trop 
lentement pour qu*on puisse facilement remployer au calcul 
du nombre ic. 

On peut obtenir d'autres expressions, qui conduisent rapide- 
ment k des valeurs tr&s-approch6es de ce nombre. Posons ; 

arc tang a? = p, arc tang y = g; 
on aura : a? = tang p, y = tang g, 

tang (p + 5i= '«II££±t2iI£±=£±y ; 

done : arc tang x + arc tang y = arc tang _ ^ . 
On trouverait de mdoie : 

X — V 

arc tang x — arc tangy = arc tang . ^ . 

En faisant, dans la formule qui donne tang (p + g), g=p> 
g = 2/?, g = 3p, on trouvera successivement : 

2a? 

2 arc tang x = arc tang _ ^ , 

3a7 - oai^ 

3 arc tang x = arc tang ^__^^ , 

kx — 4a?'* 

4 arc tang a? = arc tang ^^^^,^,^4 ; 

etainsi de suite. 
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En attribuant k x cik y diverses valeurs, les formules pr6- 
cidentesdonnent: 

- = arc tang 1 = arc tang i + arc tang i , 



= arc tang | + arc tang { + si^c tang J , 
= 2 arc tang | — arc tang ^ , 
= 2 arc tang ^ + arc tang ^^ 
= 3arc tang i — arc tang ^, 
= 4 arc tang ^ — arc tang ^. 

La derni^re de ces expressions est celle qui se pr6te le naieux 
au calcul de 7 . 

4 

Yoici le tableau des calculs k faire. En appliquant la formule 
to), on a: 

It = 4 arc tang - — arc tang — - 

Les diff^rents termes de la s^rie, arc tang — , r^duits en frac- 
tions d^cimales, donnent : 

-1-= 0,00418 41004 18410 04184 10 
^ == — 0,00000 00244 16591 78708 38 



3.239» 



^-— = 0,00000 00000 00256 47231 44 



5.239 



— -JL—=: — 0,00000 00000 00000 00320 71 
arc tan^r-ij: = 0,00418 40760 02074 73386 45. 
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Pour ^valuer arc lang -, calculons d'abord les termes positifs 



de la s£rie : 



T=3 0,20000 00000 00000 00000 00 



1 

---5 = 0,00006 40000 00000 00000 00 

-—= 0,00000 00568 88888 88880 89 
9.5' 

Y^--n= 0,00000 00000 63015 38461 5'i 
Y7= 0,00000 00000 00077 10117 65 



17.5 

jy-^i = 0,00000 00000 00000 09986 44 

j^-^= 0,00000 00000 00000 00013 42 

^^-^, = 0,00000 00000 00000 00000 02 
La somme = 0,20006 40569 51981 47467 96. 



Si nous calculons ensuite les tepmes n^gatifs, nous aurons : 

-—-:=i' 0,00266 66666 66666 66666 67 

1 



7.5'"" 


U,UUUUU lOZOO t iHkZO 0/1 <I2 OO 


1 


0,00000 00018 61818 18181 82 . 

• 


11.5" ■" 


1 


0,00000 00000 02184 53333 53 


15.5""" 


1 


0,00000 00000 00002 75941 05 


19.5«"" 


1 

23.5""" 


0,00000 00000 00000 00464 72 


1 

27.5""" 


0,00000 00000 00000 00000 50 



T^a somme = 0,00266 84971 02100 71630 95. 
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En retranchant cette somme de la somme des termes positifs, on 
obtient, pour valeur de Tare dont la tangente est « : 

arc tang -= 0,19739 55598 49880 75837 01 

D 

D'od: 4 arc tang ^=0,78958 22393 99523 03348 04. 

5 

El comme arc tang -^ t= 0,00418 40760 02074 72386 45 

on a: 3! = o,78539 81633 97448 30961 59 

4 

Done: tt == 3,14159 26535 897^3 23846. 



1 56. D^veloppement en 86rie de — L(l — u), u ^tant compris entre e^l • — 
157. D^veloppement de L(l-|-u). — 158. S^rie qui repr^sente 
L(N-|-^) — LN. — 159. Limite de Terreur commise, en s'arr^tant h 
un terme donn^. — 160. Galcol du logarilhme n^p^rien de 10. — 
461. Galcul des logarithmes vulgaires. — 162. D^veloppement de 
arc tang u, u 6tant moindre que 1 . — 165. D^veloppement de arc cotti, 
lorsque u est plus grand que 1 ; application num^rique. — 164. Galcul 
de K & vingt d6cimales. 

EXERGIGE&L 

I. D^montrer la formule : 

On applique la formule [1] du n** 158. 

II. Demontrer la formule : 

L(ap + 5)=:L(aj+3) -|-L(af— 3) + L(a; + 4) + L(aj — 4) — L(» — 5)— 2L« 

•*[«*— 25a?'+72^3 \x'—2bx^ + nj ^""y 
On applique la mdme formule. 
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III. Si a et & d^signent deux nombrei positils donnas, et que I'on forme une 
s^rie de nomlireSi d'apr^s les formules suivantes^ 

• 2 



si Ton pose, en outre ^ a=hcos(p, a(**) et &<") seront ezprim^s par les for- 
mules : 



2- tang (^) ' 2- sin (^^) ' 



et la limite commune, vers laquelle convergent a<*) et h^*\ est ^ . Si 

9 
2 
a=0, 5 = 1, cette limite est -. 

On 8*appuie sur la formule suivante, facile k d6montrer : 

sin 9 = 2- sin ^^j cos | cos | cos|. . . . cos ^^J . 



LIVRE III. 

THEORIE GENERALE DES EQUAHONS. 



CHAPITRE PREJIIER. 

PRINCIPES GEN£RAUX SUR LES EQUATIONS NUUERIQUES 

DE DEGRE QUELCONQUE. 

S L Variations d'uue fonction enti^re f{x). 

168. Forme g^ni^rale d'une fonction entiIire. La forme la 
plus g^n^rale, que puisse presenter une fonction entiire de x^ 
{{x)j est la suivante : 



/ (a;) = Ao?- -i- A,a;«-* + AjO?*"-* + . . . . + A «-ia; + A 



m) 



A, Ai....A» dteignant des coefficients constants, et m le degr6 de 
la fonction . 

Lorsque x varie, ce polynome pent changer de signe, en sui- 
vant des lois d'accroissement ou de d^croissement, tr^s-variables 
avec la valeur et les signes des coefficients. II exisle cependant 
quelques principes g6n6raux qui, pour 6tre presque compl6te- 
ment ^vidents, n'en sont pas moins tr^s-utiles it signaler d'une 
mani^re toute sp^ciale. 

166. Theor^me I. Tout^fonction^ entiere et rationnelle^ (Sum 
variable x, est une fonction continue. C'est-d-dire que; si Von fait 
croitre la variable d'une maniere continuCy la fonction variera aussi 
d'une maniere continue^ et ne powrra pas passer d'une valeur a une 
autre sans passer par toutes les vakurs intermediaires. 

Pour prouver qu'une fonction f{x) est continue, il suffit de 
faire voir qu'en donnant ^ a; un accroissement h suffisamment 
petit, raccroissement/(a?+^)-*-/'(^) de la fonction pourra 6tre 
aussi petit qu'on le voudra. 
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Or on sait que le rapport 

f{x+h)^f(x) 
h ' 

A pour limite, quand h tend vers zero, la d^riv^e de f{x)y 
qui est : 

/'(a?) = mXar-^ + (w — 1) AjO?"^? + (m — 2) Aja?"-* + .... + A„-4 ; 

on a done U^LtIpzm=r [a^) + ^ 

c 6tant une quantity qui tend vers z6ro avec h. On en tire : 

f{x^h)-f{x)=h[r(x)+,]. 

Or f(x)y n'ayant pas de d^nominatcurs qui puissent s'annuler, 
n'est infini pour aucune valeur de x; le produit h\f(x)+t] tend 
done n^cessairement vers z^ro avec h; et, par suite, ii en est 
de mfime def{x+h) — f{x); ce qui d^montre la proposition 

6nonc6e. 

167. Remarque. La demonstration s'applique ^videmment h 
toute fonction dont la d^riv^e est flnie ; et Ton peut ^noncer ce 
th^orime plus g6n6ral : 

Une fonction rests continue tant que sa dirivie ne dement pas 
in/inie, 

168. Thj^or^mr II. Dans une fonction entibre 

f{x) == Aa;- + Airr"»-* + .... A«_ia?+ A«, 

on peut tovjoiirs donncr a \ une valt^r assez grande pour que le 
premier terme devienne aussi grand que ton voudray par rapport 
a la somme de toiis les autres. et donne, par consiquent, son signe au 
polynome. 

Pour prouver qiie le premier terme peut devenir aussi grand 
que Ton voudra, par rapport h la somme de tons les autres, il 
sufGt, ividcmment, de prouver qu*il peut devenir aussi grand 
que Ton voudra, par rapport i chacun d'eux consid6r6 isol6- 
nicnt. 
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Or, en comparant le premier terme» Aor*, au terme g^n6ral, 
A«a?*^, on a : 

Ax^ A 






= -r-3; 



Anaj*^" A„ 

et ce rapport, h cause du facteur a;% pent grandir sans limite. 
On pent done prendre a? assez grand pour que le premier termo 
soitmille, cent mille fois, un million, cent millions.... de fois 
plus grand que Tun quelconque des autres, et, par suite, aussi 
grand que Ton voudra, par rapport k la somme. 

160. Remarque. II rdsulle du th6orfeme prte6dent, qu'une 
fonction, de degr6 pair, a le m6me signe que le coefficient de 
son premier terme, pour de trfes-grandes valeurs, positives ou 
negatives, de la variable. Une fonction, de degr6 impair a aussi 
le m^me signe que le coefficient de son premier terme, quand 
la variable regoit une valeur positive tr^s-grande; mais elle 
prend un signe oppos6 k celui de ce coefficient, lorsque x est n6- 
gatif et de tr&s-grande valeur absolue. 

ExEMPLES. 1 "" ^— 1 OOOo?* — 1 9 5000a?* + 1 

est positif, si la valeur absolue de x est sufSsamment grande, 
quel que soit, du reste, son signe. 

£• x' + lOOOOOOOa?* — a?* + 1 

est positif pour de grandes valeurs positives de a;, et n^gatif, 
lorsque a?, 6tant n6gatif , a une valeur absolue suffisamment 
grande. 

S 11. Th^or^mes sur las racines d'une ^qaation. 

170. Th£orj:me L Lorsqvs deux nombres^ a e{ b, substUvds dans 
tme fonction entidre f (x), donnent des r6sultats de signes contraireSy 
r6qtuUi(mf{x)=^0a, au moins, urn racine rielle comprise erUre a 
etb. 

Si Ton suppose, en effet, que rrvarie d'une mani^fe continue 
depuis la valeur x=a jusqu'i la valeur x = b, f(x) (166) variera 
lui-m6me d'une m^nifere continue : or, passant de la valeur f(a) 
kla valeur /"(ft), qui a un signe conlraire, il devra nicessaire- 
ment changer de signe ; et, k cause de la continuit6, il prendra 
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la valeur z^ro, interm^diaire entre les valeurs negatives et los 
valeurs positives. 

171. Remarque. Le m£me raisonnement s'applique k icfaie 
Equation, dont le premier membre est fonction continue de la 
variable x. 

172. Th]£or]£me II. Une equation algSbriquCj dedegH impair ^ a 
coefficients reels^ a au moins une racine rMlCj de signe contraire a 
son dernier terme. 

Soit /*(a?) = a;»"+» + Aia:^»+ A2.t2»-* + .... + AznM = 0, 

ane Equation de degr6 impair. 

Si Ton subslilue k x une valeur n6galive trfes-grande, le r^- 
sultat de cette substitution sera n^galif (169). Si Ton subslilue, 
au contraire, une valeur positive tr^sgrande, le r^sultat sera 
positif ; si, enfin, on subslilue k x\di valeur 0, la fonction f{x) 
se r^duira k son dernier terme k^n-^^ 

Nous pouvons indiquer ces r^sultats parle tableau suivant : 

Valeurs de x : Signes de f{x) : 

Signe de Aj^+i 

+ 00 + 

Si done Ajn+i est n^gatif, f{x) change de signe, lorsque x passe 
de la valeur it -}- oo, el a, par suite, une racine positive. Si- 
Afcu-i est posilif, a?=Oeta?= — oo donnent k f{x) des valeurs 
de signes contraires: et il y a, par consequent, une racine 
negative. 

ExEMPLES. L'^quation 

a?' — 8a:« + 3a;* — 3 = 0, 
a, au moins, une racine positive ; et T^quatlon 

a;»+8x* + 3=0, 
a, au moins, une racine negative. 

173. TniORiME III. Une iquaiion algibriqus, de degripair, 4 
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coefficients rSels^ dont le dernier terme est nigatif, a au mains deux 
racines reelles. 

Soil 

une 6quation, de degr6 pair, dont le dernier terme est nfegatit. 
D'aprfes ce qui pr6cfede, on peul former le tableau suivant : 

Valcurs de x : Signes de f{x) : 

-co + 



Lors done que x varie de — oo k 0, f{x) chanp;e de signe : et il 
en est de m6me, lorsque x varie de ^ + *• M Y ^ done n6ces- 
sairement une racine comprise entre — c» et 0, et une autre 
entre Oet + <»; c'est-Ji-dire deux racines, Tune positive etl'au- 
tre u^gative. 

S III. Nombre des racines d'uDe ^uatioo. 

174. PosTULATUM. Nous admetlrous, sans demonstration, la 
proposition suivante, qui est fondamentale, et qui, Mtons-nous 
de le dire, pent se d^montrer en toute rigueur. 

Toute equation algebrique , a une inconnuCy ne renfermant que 
des puissances entieres et positives de cette inconnue^ et dont les coef- 
ficients sont des nombres donnis^ riels ou imaginaires de la forme 

m+n )/ — 1, admety au moins^ une racine riellcy ou une racine 

imaginaire de la forme a-^-h y/— 1, a e< b designant deux nam- 
bres reels. 

Cette proposition 6(ant admise, nous en d^duirons facilement 

ia suivante. 

178. Th^or^me fondamental. Une equation^ de degre m, de la 
hrme 
[1] Aa?* + Aia?*-* + A,a?*-'4-....+A«=0, 
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dans laquelle A, Ai, Ai,...Am reprisentent des nambres dontUSy reels 
ou imaginaires^ admet toujours pridsimefU m racines rMles ou 
imaginaires. 

En rcprteentant par X le premier membra de T^quation [1], 
X=0 admel, en effet, par hypoth&se, au moins una racinat Si 
nous d^signons catta racina par la lettre a, qu'alle soil r^ella ou 
imaginaira, X sara divisible* par (a? — a).D6sJgnons la quotiajit 
par Q; il sera, dans tons les cas, du degr6 (m^ 1), et son pre- 
mier terme sera Aa?'*-*. Nous aurons idantiquement : 

[2] X = (a?-a)Q; 

et les coefficients de Q seront ou r6els, ou imaginaires de la 
forme donn6e. Puisque, par hypoth^se, toute Equation a une 
racine, Q = en admet une ; si nous la d6signons par bj on aura : 

et, par suite, 

[3] X=(a? — a)(a? — 6)Q4. 

D'apr^s le m6me postulatum, T^quation Qi = 0, qui est du 
degr6 (m — 2), et dont le premier terme est 6videmmenl Aa;*-*, 
doit admettre une raciiie. Si nous la d^signons par c, on aura : 

et, par suite, 

[4] X=(ic~a)(a?— 6)(a?~c)0„ 

le premier terme de Q% 6tant 6videmment Aa?"*-*. 

En continuant de la m^me mani^re, et en operant sur Qi, 
comme on Ta fait sur Q et Q^ chaque operation mettra en Evi- 
dence un nouveau facteur du premier degr6 ; et le degr6 des 
quotients successifs allant sans cesse en diminuant, on finira par 
en obtanir un qui sera num6rique et ivldemment 6gal a A. On 
aura done : 

[5] X=(a?-a)(a?— 6)(a; — c)....(a?--A)(a? — QA. 



* La demonstration de ce th^or&me, donn^ (I, ^ft et 96], s'applique, sans 
modification, au cas oa a eist imaginaire* 
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A rinspection de cette 6galit6 , on reconnalt que rSquation 
X = est satisfaite pour las valeurs a?=:a,a?=6, a? = c,..a?=/, 
el qu'elle ne peut Tfilre autrement ; car toute autre valeur attri- 
bute k x^ n'annulant aucua des facteurs du second membra, 
ne peut annuler le produit, comme on va le voir. 

176. Rebiarque. Un produit de plusieurs facteurs n'est nulj que 
quand Fun des facteurs est igal a zero, Gela n'est ^Yident que 
quand les facteurs sont r^els ; mais il est facile d'^tendre la pro- 
position au cas m6me oix ils sont imaginaires. 

Soit le produit 

(a + 5 v^ZTI) (a' + 6 V^) ; 
on a: 

[1] (a + 6 v^^ (a' + V y^^^H") = ad — W + {aV + 6a') v^~. 

Pour que ce produit soit nul, il faut done qu'on ait \ la fois : 

( aa'-66' = 0, 
•■ -^ \ a6'+6a'=0; 

oUy en faisant la somme des carr6s de ces deux ^galit^s : 
[3] . {fio!— bb'y + {aV + bay = 0. 

Or, le premier membre de [3] est identiquement £gal k 
(a*+6*) (a'* +*'*)» ^t ne peut, par suite, s'annuler, que si Ton a 

a = 0, 6 = 0, ou bien a' = 0, b' = 0. Done il faut que Ton ait : 

« 

(a+6v^irT) = 0, ou (a' + 6'vCri)=o. 

Et la condition est, d'ailleurs, 6videmment suffisante. 

177. Autre remarque. La formule [5] (17S) montre que le 
premier membre d*uue Equation est toujours decomposable en 
acteurs du premier degr^. Elle permet aussi de former le pre- 
mier membre d'une Equation du degr^ m, lorsque Ton connalt 
ses m racines. Ge premier membre ne contient rien d*arbitraire 
que le coefficient A, par lequel on peut ^videmment multiplier 
les deux membres d'une Equation , sans alf^rer les conditions 
qu'elle impose k Tinconnue* II r^sulte de lit, que deva^ iquations, 
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qui ont Us mimes radnes, ne peuveru differer que par un facUur 
constant, 

178. PoLTNOMEs IDENTIQUES. Une Squation, da degr6 m, ne 
ppuvant avoir plus de m racines, il en r^sulte que deux poly- 
nomesy du degri m, enx^ne peuvent tire igaux pour plus de m va- 
leurs de cette varvabk^sans Hre compUtement identiques. Si, en ef- 
fet, on 6gale leur diiT6rence k z^ro, on obtlendra une Equation, 
du degr^ m, qui, si elle n'est pas identique, ne peut 6tre satis- 
faite pour plus de m valeurs de la variable. 

179. Racines £gales. Dans la demonstration que nous avons 
donn^e (i75), rien ne suppose que les racines designees par 
a, 6, c....k, ly soient diff^rentes. Le nombre des racines distinctes 
d'une Equation , du degr6 m, n'est done pas toujours efFective- 
ment 6gal k m. On 6nonce cependant tous les th6or6mes, comme 
s'il en etalt ainsi ; et, pour en acqu^rir le droit , on dit qu*une 
racinea est double, triple ou quadruple, lorsque le facteur(a;— a), 
qui lui correspond, figure deux^^trois, qualre fois, dans le pro- 
duit qui est ^gal au premier membre. 

S IV. Racines imaginaires conjugu^es. 

180. Theorems. Si une iquation a coefficients riels, admet une 
racine imaginaire a + b ^— i , elle admet nicessairement, et un 
mime nombre de /bw, la racine conjuguie a — b ^. — 1 . 

Si r^quation X^ 0, 

est satisfaite par rhypoth^se 

x = a'\-b^ — 1, 

je dis que le premier membre X est divisible par (x — a)* + 6'. • 
E£fectuons, eneffet, la division; le reste, devant.fttre de degr6 
moindre que le diviseur, sera de la forme wia?+n; et Ton aura : 

LI] X = [(0? - ay + b']Q + mx + n, 

m et n 6tant des nombres r6els, puisqu'il n'a pu s'introduire 
dans le calcul aucune expression imaginaire. 
Si, dans les deux membres de ridentit6 [1] , qui existe, quel 
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que soil a?, nous faisons ar= a + & yj— 1, le premier membre 
s'aimule, pas hypoth^se. II eii est , fividemment, de m6me de 
(a? — a)* 4- 6' ; et, par suite, on doit avoir : 

y 

= m(a + 6 v/— l) + ^> 
ce qui exige : ma + ^ = ^> ^^ = ^ > 

et, par suite, puisque b n'est pas nul, 

m = 0, n^O. 

« 

On en conclut : X = [(a? — a)' -f- &*]Q- 

Or (a? — a)* +6* s'annulant pour rr = a — fty'— 1» celte 6galit6 
prouve, qu'il en est de mfeme de X. 

Si X est divisible par (a;— a— 6v/^"TX e'est-i-dire si la ra- 
clne a-j-6v^— 1 est double, il faut que Q soit divisible par 
{x^a-'h \J^^) ; on prouvera alors, com me on Ta fait pour X, 
qu'il adrael aussi le facteur {x — a)* -f-^S et Ton aura : 

en sorte que la racine a — & /— T se trouvera aussi deux fois 
dans X. 

Si X admet trois fois la racine a-[- & v^—X il doit 6tre divisible 
par {x — a — 6v^^^)*; et, par suite, d doit admettre le facteur 

(x^a—b)/— l). On prouvera alors, comrae on Ta fait pour X 
et pour Q, qu'il est divisible par (a?— a)* +6*, et que Ton a : 

X^[(x^ay+b'YQ,=[x-{ai-bs/^)Y[x^(a^b^/=T)}Q^ 

en sorte que la racine a — 6 v^— T est triple, comme sa conju- 
gu6e. 
Le m6me raisonnement pent ^videmment se continuer itid6- 

finiment; et, par consequent, la racine a — & ^ — 1 a le mfime 
degr6 de multiplicity que sa conjuguSe* 

Alg. sp. B. . 11 
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3 Y. Relations entre lei coefficients d'une Equation et les racines> 
181. Th]£or£me. Soit 

une Equation, du degr6 m, dent nous supposons, pour plus de 
simplicity, que le premier terme ait pour coefficient l*unit6. 
Nous avons vu, qu'en d^signant par a, &, c....ft, I, ses racines, on 
a identiquement : 

= (0?— a)(a?— 6)(a? — c)....(rr--/c)(a? — /). 

Mais on sait qu'en effectuant le produit indiqu6 dans le second 
membre, on aura (57) pour premier terme , a?"* ; pour second 
terme, aT-* multipli6 par la somme des seconds termes — a, 
— 6....— I; pour troisifeme terme, a?*"* multiplie par la somme 
des produits, deux k deux, de — a, — 6, — c....— i, ou, ce qui 
revient au m6me, par la somme des produits, deux h deux, de a, 
6, c. ..{, et ainsi de suite, en sorte que, si Ton repr^sente par 
2a, laby luibc la somme des racines, les sommes de leurs pro- 

duits deux k deux, trois k trois, etc., on a : 

[2] (x—a) (x—b) ....{x—k) (x—l) 

z=af^—ccr^*la+ocr-^I/ib—x'^^labc+.,..±abc ...W, 

le dernier terme 6tant pr6c^d6 du signe 4~ ou du signe — sui- 
vant que m est pair ou impair. En identifiant ce produit avec le 
premier membre de i'iquation [1], on conclut le tbdor&me sui- 
Yant : 

Dans toute iquation dlgibriquey dont h premier terme a pour coef- 
ficient runitif 

ar- -1- Airr"^* + . . . . 4- Am-iiT + A« = 0, 

le coefficient du second terme Ai est 6gal d lasomm^ des racines fpris6 
en signe contrAire. 

Le coefficient du troisi^ms terme A| est igai a la somms des pro- 
duUSy deux i deux^ des racines. 
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Le coefficient du qaalri^e terme At est la somme de leurs produits 
trois a trois, pris en signe contraire; et ainsi de suite, 

Enfin, le dernier terme A«, est egal auproduitde toutes lesracines^ 
pris avec son signe ou avec un signe contraire^ suivant que le degri 
de P equation est pair ou impair, 

182. Remarque I. Ge th6ortme s'exprimepar les Equations 
suivantes : 



A4 = — (a + 6 + c + ...+ & + /), 
[3] { A8= — (abc-\-abd+ ,,.']-acd-\-.,,'\-akl-\-,.,), 
kin=^±abc,.,bl. 

En consid^rant les racines comme des inconnnes, nous avons 
1^ m Equations distinctes, auxquelles elles doivent satisfaire. 
Lorsque i'on connalira quelques-unes des racines, ces 6qualions 
pourront faciliter la recherche des autres; mais elles ne peuvenl 
pas servir, en genAral^ k la resolution complete de T^quation 
propos6e. Si, en effet, on cherchail, par le moyen de ces Equa- 
tions, k determiner une racine, a par exemple, il faudrait, pour 
cela, eiiminer toutes les autres; or, quel que soit le moyen 
que Ton emploie, je dis que r6quation obtenue devra avoir 
pour solution, non-seulement a, mais encore les autres ra- 
cines 6, 0... ft, I, Si Ton remarque, en effet, que les racines 
entrent absolument de la mdme mani^re dans les Equations [3], 
que rien ne les y distingue les unes des autres, on conclura que, 
si Ton parvient, par certains calculs, k Eliminer toutes les ra- 
cines, k Texception de a, des calculs tout semblables auraient 
pu Eliminer toutes les racines autres que 5, par exemple, sans 
qu'il y eiit, dansler6sultat, d'autre difference que lechangement 
dea en 6 : c'est done la mEme Equation k laquelle a et 6 doivent 
satisfaire; et, comme on en peut dire autant des autres racines, 
il est Evident que TEquation en a dolt avoir pour racines 
a, 6, c... kj ly et qu'elle ne doit, par consEquent (177), pas 
diffErer de TEquation proposEe elle-mEme. Gelte conclusion 
pent d'ailleurs se vErifier d'une maniEre bien simple. 
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Reprenons, en cffet, les Equations [3] : 

A^= {ab -j- ac -|- ...),. 
[3] ^ As = — {abc + CL^d + ...), 

A« = iii abc ... kl. 

Multiplions la premiere par a**-*, la seconde par a"^*, la Iroi- 
sifeme par a*"-*.., , ravant-derniire par a, la deniifere par 1, et 
ajoutons-lcs; on reconnattra facilement, que Ton obtient ainsi 
rtquation : 

Aia^-^ + A^a^-^+.-. + Am-ia + Am^— a«, 

qui n'est autre chose que T^qualion propos6e, dans laquelle x 
est remplac6 par a. 

185. Remarque II. II ne faut pas af firmer, en vertu de ce qui 
pr6c6de, que les Equations [3] ne peuvent jamais conduire h la 
resolution d'une Equation alg^brique. II est prouv6 seulement, 
qu'en cherchant 4 atteindre ce but par T^limination de (m — 1) 
des racines cherch6es, on serait ramen6 i Tfiquation propos6e 
elle-m6me; mais on pent concevoir d'autres manieres de pro- 
c6der. Gherchons, par exemple, h determiner les deux racines 
a ct 6 de I'dquation du second degr6; 

x^ + Aire + A, = 0, 

en faisant usage des relations : 

a -{- 6 = — Ai, a6 = Ai. 

Formons le carr6 de la premiere Equation, et retranchons-en, 
raembre i membre, la seconde 6qualion, aprfes avoir multipli6 
tons les termes pai 4; 11 viendra : 

OU (a— 6)2 = A,*— 4A,; 



d'od a — 5 = dz y/Ai^ — 4A2. 

Connaissant (a+6) et (a— 6), on en conclut facilement a et b 
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S VI. Th^ortoe sur les racines d*une Equation. 

184. Nous terminerons ce chapitre, en pr6cisant davantage 
les consequences que l'on*peut tirer (170) do la subslitulion 
de deux nombres diff^rents dans le premier membra d'unc 
Equation. 

Theoreme. Si deux nombres^ a et p, substitues a x dans fe pre-- 
mier membre (Sune equation algebrique X = 0, donnent des ri^ 
sultats de signes contraires^ Us comprennent un nombre impair de 
racines. 

II faut entendre que les facines multiples sont compt£es un 
nombre de fois 6gal h leur degr6 de multiplicity. 

Soient a^b, .,.pj les racines comprises entre « et p, Q le quo- 
tient de la division de X par {x — a){x^b)...{x — p); en sorte 
que Ton a identiquement : 

X=(a;— a) (a?— 6)... (x—p) Q, 

Q designant le produit des facteurs qui correspondent aux ra- 
cines imaginaires et aux racines r^elles non comprises entre 
a et p. Si Ton fait successivement, dans celle 6galit6, a? = «, 
a?=p, on aura : 

X. = (a - a) (a— 6) ... (a -^p) Q„, 

Xp=(P-a)(p-6)...(p-p)Qp, 

X«, Q«, Xp, Qp designant ce que deviennent les polynomes X, 0, 
lorsque Ton y substitue i a? la \aleur a ou la valeur p. Par 
hypothfese, X« et Xp sont de signes contraires : il doit done en 
fitre de m6me des seconds membres. Or Q« et Qp sont de m6me 
signe : car, sans cela, Tfiquation Q = aurait une racine, au 
moins (170), comprise entre a et p. II faut done que les pro- 
duits 

(a— a)(a—6)...(a — p), 
(p^a)(p-6)...(p~2^), 

soient de signes contraires; et, comme tons les facteurs du pre- 
mier sont nSgatifs, et tous ceux du second positifs, il faut 6vi- 



{ 
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demment qne le nombre de ces facteurs, et, par suite, le nom- 
bre des racines a, b^...pj soil impair. 

On verrait absolument de la inftme manifere que, si deux nomr 
bres donnent des risultats de mime signe, Us comprennent un nombre 
pair de racines (ce nombre peut £tre z^ro). 

i6S. Forme g^nSrale d*une fonction enti6re de x. — i66.Toute fonction, 
emigre et rationnelle, d'une variable ad, varie d'une mani^re continue. 
— 167. 11 en est de mdme de toute fonclion, dent la d^riv^e ne devient 
pas infinie. — 168. On peut toujoucs donner k x une valear assez 
grande pour que la fonction prenne le signe de son premier terme. — 
169. Signe d'une fonction, de degr^ pair, ou d*une fonction, de degr6 
impair, lorsque la variable recoit de grandes valeurs positives ou nega- 
tives. — 170. Si deux nombres, a et 6, substltu^s § x^ donnent Si f{x) 
des valeurs de signes contraires, I'^qualion ^{(r) = admet, au moins, 
une racine comprise entre a et 6. — 171. M^me th^r^me, pour toute 
Equation dont le premier membre est une fonction continue de x» — 
172. One Equation, de degr^ impair, a toujours une racine r^elle, de 
signe contraire k son dernier terme. — 173. Une Equation, de d^gr^ 
pair, dont le dernier terme est n^gatif, a au moins deux racines, Tune 
positive, Tautre negative. — 174. On admet que toute Equation a une 
racine r^elle ou imaginaire. — 17U. Toute Equation, de degr6 m, a pr6- 
cis^ment f» racines ; et son premier membre est le produitdem facteurs 
du premier degr^. — 176. Un produit de facteurs imaginaires ne peut 
6lre nul ,■ que si Tun des facteurs est ^gal a z6ro. — 177*. Deux Equa- 
tions, qui ont les mtoes racines, ne diff^rentque par un facteur con- 
stant. — 178. Deux polynomes, de degr6 w, ^aux pour (m+ 1) va- 
leurs de la variable, sent identiques. — 179. Definition des racines 

6gales. — 180. Si (a+^V^— l) est m fois racine d'une Equation, k 

coefficients r6els, il en sera de mtoe de (a — h ^ — l). — 181 . Expres- 
sion des coefficients d'une Equation, en fonction des racines. — 
. 182. Les relation^ ne peuvent pas conduire, par Elimination, h la reso- 
lution de requation. — 185. II ne faut pas affirmer que, par une autre 
voie, il soit impossible qu'elles fournissent Texpression des racines. — 
184. Si deux nombres, a et p, substituEs dans/(a;), donnent des rEsul- 
tats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de racines; 
s'ils donnent des rEsultats de mdme signe, ils en comprennent un nombre 
pair, ou n'en comprennent aucune* 
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iEXERGIGES. 

I. Trouyer le maximum da produit x{p^x'^)y lorsque x varie de kp. 
En conclure les conditions, pour que Tequation 

admette deux racines positiyes. 
On trouye la condition . 4p^ >21q\ 

II. Ghercher les conditions, pour que T^quation 

admette deux racines positiyes. 
On trouye la condition 



III. Ji'^quation 



A B 



+ ::rr7; + ::^-^ +•••• + ir-, = P, 



X — a X — b as — c * x — I 
admet m racines r^elles, si a, &,....{ representent m nombres distincts. 
On applique le theor^me (170). 
IV. Si r^quation 

ar — Aa?*-< + Bap""2 — CU"-» + Daf"-<— .... =0. 
a toutes les racines r^elles, on a, ndcessairement : 

A»— 2B>0, 

B»~6ACH-2D>0, 

C» — 2BD + 2AE-2P>0 



• On le d^montrera, en posant y =x> ; et en remarquant, qu*apr^ avoir renda 
/'Equation en y rationnelle, les coefficients de celle-ci doiyent 6tre alternative- 
ment positifs et negntifs. 

V. Si tti, tti, .... a*, sont n racines de T^quation 

a;- + A,x"-« + A^^;'-» + . . . . + A. = 0, 
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les [m'~'n] autres racincs satisfont^-r^quatioii 

a--" 4- (Ai + Iai)«*-«-» + (Aj + A|Sa, + 2aiaa)«"-*-2 

+ (A3 + Ajlai + Ailaitta + Saiajaa) «" "»■•' + ,... = ; 

£ai, Zaitta, laiajos designant la somme des racines, les sommes de leurs pro- 
duits deux h deux, trois A trois, etc., en comprenant, dans ces sommes, les 
produits oil la m&me racine figure plusieurs fois. 

On applique le th^oreme (181). 



CHAPITRE II. 

THEOBEHE DE DESCARTES, — TDEOnEIHE DE ROLLE. 

* 

§ i. Th^oreme de Descartes. 

188. DiSfinition. Le but de ce paragraphe est la demonstra- 
tion d'un th6or6me cfil^bre, qui permot d'assigner, a la senle 
inspection d'une equation alg^brique, une limite sup6rieure du 
nombre des racines positives qu'elle peut avoir. 

La demonstration de ce th6or6me repose sur un lemme, que 
nous eiablirons d'abord. 

Lorsquc deux lermes cons6cutifs d'un polynome sont de si- 
gnes conlraires, on dit qu'ils pr6sentent une variation de signe : 
lorsqu'ils ont le m6me signe, on dit qu'ils pr6sentent une perma- 
nence, 

186. Lemme. Si Von multiplie par (x — a) un polynome ra^ 
lionnel et entier, ordonni suivant les puissances decroissantes de x, 
ks coefficients duproduit, considerds a par lir du premier, presmtent 
au moins une variation de signe de plus que ceux du multiplicande. 
On suppose, bien entendu, dans r6nonc6 pr6c6dent que a d6- 
signe un nombre positif. 

Soil / {x) le multiplicande consider^. Supposons, pour Gxer 
les id6es, que son premier terme ait un coefficient positif; d6- 
composons ce polynome en groupes de termes, dans chacun 
desquels tons les coefficients aient le m^me signe. Le premier 
groupe se composera du premier terme et de tons les termes 
positifs qui le suivent sans interruption ; le second groupe com- 
mencera au premier terme n6gatif, et comprendra tous les 
termes n6gatifs compris entre celui-1^ et le premier des fermes 
positifs qui viennent apres; ce lerme sera le premier du troi- 
si^me groupe, et ainsi de suite : il est bien entendu que chaque 
groupe peut ne contenir qu'un seul terme. Ecrivons le premier 
terme de chaque groupe : 

[1] Ai^« + +...— Pre" ... + 0a?«+... 

-Ro;'^ ...±Ua;**d:...±V, 
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les termes, que Ton n'6crit pas, Slant tous de m6me signe que 
le premier terme 6cril k leur gauche, et qui commence le 
groupe auquel ils appartiennent. II est bon de remarquer, que 
lous les termes 6crits servent de commencement k un groupe, 
A Texception du terme±: V, qui termine, au conlraire, le groupe 
auquel il appartient. 

Multiplions, actuellement, le polynome ainsi 6crit par le mul- 
tiplicateur {x — a); et attachons-nous seulement k former, dans 
le produit, les termes en a?"»+S a;*'^*, a;'^Saf"*"*, ...a?"**, et, en 
outre, le dernier terme db Va. 

On verra tout de suite : 

Que le coefficient du terme en a?"-*-* est positif; 

-Oue le coefficient du terme en x^^ est nSgatif ; 
Que le coefficient du terme en 0^+* est positif; 

Que le coefficient du terme x"^^ a le signe zh, c'est-k-dire le 
mfime signe que celui du terme en a?** dans le multipli- 
cande. 

Le terme ena?"*"*"*, dans le produit, pronent, en effet, du produit 
de Aa?"* par x, 

Le terme en a?'** provient du produit — Pa?**** de — Pa;' par a:, 
et du produit, par — a, du terme qui pr6c^de immfediatemcnt 
— Pa?**; or, ce terme ayant, d'aprfes nos conventions, un coeffi- 
cient positif, son produit par — a aura un coefficient n6gatif, qui, 
ajout6 i — P, coefficient de — Pa?*^*, donnera ndcessairement 
une somme negative. Le terme en a;«+* provient du produit 
+ Qa?^"*"* de -f Qa;« par a?, et du produit, par — a, du terme qui 
pr6cfcde imm6diatement Qa?«; or, ce terme ayant, d'aprfes nos 
conventions, un coefficient n6gatif,son produit par — a auraun 
coefficient positif, qui, r6uni Ji + Q, coefficient de+Qa;'**, don- 
nera nScessairemant une somme positive. 

La demonstration est la m^me pour les termes suivants. 

Ajoutons que le dernier terme du produit, provenant, sans 
reduction, du prodnit de ± V par — a, aura nScessairement le 
signe ip, en sorte que le produit pent s'ecrire : 

[2] Ax"" • ... — P'a;P+*... -(- QV^"* ... - RV+* ...dzUx"^' ... qz Va; 
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P', Q', R', U', . . . d&ignant des nombres positifs, et ies tertnes 
non Merits ayant un signe incertain. 

Or, k Tinspection de ce produit [2], on voit qu'il a au moins 
une variation de plus que le raulliplicande [1]. En effet : de 
Aa?*^"* a — P'rc**-*-*, nous avons au moins une variation ; et il n'y 
en a qu'une dans la partie eorrespondante du multiplicande. 
De — P'a;'*+* k + Q'a?«"*"*, nous avons au moins une variation ; et 
il n'y en a qu'une dans la partie eorrespondante du multipli- 
cande. Nous conlinuerons le m6me raisonnement jusqu'au terme 
±U'a?*+*; et nous verrons qu'il y a, jusqu'i ce terme, autant de 
variations de signe, aii moins, dans le produit, qu'il y en a en 
tout dans le multiplicande. Mais, aprfes le terme dzU'a?*^*, le 
produit pr6sente encore, au moins, une variation, puisque ce 
terme n'a pas le mfime signe que le dernier terme zp Va; et, 
par consequent, il y a dans le produit, au moins, une variation 
de plus que dans le multiplicande. G'est pr^cis^ment ce qu'il 
fallait d^montrer. 

187. Remarque. Si le premier groupe du produit [2], de 
kaf^ k — Fx^-*^, offre plus d'une variation, il en pr6sente un 
norabre impair, puisque ses termes extremes n'ont pas le m6me 
signe. Done ie nombre des variations introduUes^ pstf* la multi- 
plication, dans cette partie du produit, est pair. II en est de mSme 
du nombre des variations introduites dans chaque groupe, jus- 
qu'au dernier exclusivement. Mais ce dernier groupe, qui ne 
pr^sentait aucune variation dans le multiplicande, en pr6sente 
dans le produit un nombre impair. Done, le nombre total des 
variations introduites est impair. 

188. LimTE SUP^RIEURE DU NOMBRE DES RACINES POSmVES 

d'une Equation. Supposous actuellement que Ton consid^re 
une Equation alg^brique 

el soit f{x) le produit des facteurs simples, qui r6pondent aux 
racines negatives ou imaginaires de cette Equation; de telle 
sorte qu'en nommant a, p, y, . . . Ies racines positives, on ait : 

<p(a?)=/'(a?)(a?— oe)(a? — p)(a:— y)— 
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D'aprfes le lemme pr6c6dent,leproduil/*(a?)(a? — a) ad met au moins 
une variation de plus que f{%) : le produit f{x) {x — a) {x — p) 
en admet une, au moins, de plus que le prdc6dent, et, par 
suite, deux de plus que f{x) : f{x) (a? — «) (a? — p) {x — y) en 
admet au moins trois de plus, et ainsi de suite ; et, par cons6- 
quent, lors mfime que f{x) aurait lous ses termes de mfime signe, 
le produit <p (a?) a autant de variations, au moins, qu'il y a de 
racinesa, p, y,.... 

Si toutes les racines de 9 (a?) = etaient positives, on suppo- 
scrait f{x) = 1 ; et la conclusion n'en subsisterait pas moins. 

On pent done 6noncer le thfeorfeme suivant: 

Une Equation algibriqucj 

dont le premier membre est une fonction rationneUe et entibre de x, 
ne pent pas avoir plus de racines positives quHl n'y a de vai^iations 
de signes dans les coefficients de 9 (x). 

C'est \k le th6ortoe qonnu sous le nom de regie des signes de 
Descartes. 

189. LiMITE SUP^RIEURE DU NOMBRE DES RACINES NEGATIVES. 

Soit 

[1] 9 (X) = 0, 

une 6quation alg6brique. Si — a d6signe une racine negative de 
cette Equation; on a : 

?(-a) = o; 

et, par suite, a? = + a est racine de T^quation 

[2] cp(_a?)=0, 

obtenue en changeant, dans la propos6e, a? en — x. Cette Equa- 
tion [2] admet done, pour racines positives, les racines nega- 
tives de Equation [1]; et, par suite, en lui appliquant le th6o- 
r^me de Descartes, on aura une limite sup^rieure du nombre 
de ces racines negatives. Une Equation ne pent done avoir plus de 
racines negatives quHl n'y a de variations dans le premier membre 
de sa transformee en — x. 
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190. Remarque. Le lh6or6me de Descartes fournit une limite 
supferieure du nombre des racines positives ou negatives, que 
peut avoir une fequation. Mais il arrive souvent que cette limite 
n'est pas atteinte, et que le nombre des racines positives, par 
exemple, est moindre que le nombre des variations du premier 
membre. 

On peut d6montrer seulement que, si ces deux nombres son 
differents, kur difference est toujowrs un nombre pair. 

En d'autres termes, si une equation a un nombre pair de varia^ 
tions, elle a aussi un nombre jfmr de racines positives; ety si elle a 
un nombre impair de variations^ elle a un nombre impair de ra* 
cines positives. 

Remarquons, pour le prouver, qu'une Equation, qui a un 
nombre pair de variations, a 6videmment son dernier lerme 
posilif; par suite, en faisant a?=:0 et a? = oo, on aura des r6- 
sultats de m^me signe; le nombre des racines positives est done 
(184) pair. Si le nombre des variations est impair, le dernier 
terme est n^gatif; a? = 0, subslitue dans le premier membre, 
donne dope un r6sultat n^gatif; xz=<x> donne toujours (168) 
un r&ultat positif ; et, par suite (184), entre et oo , jl y a un 
nombre impair^ de racines positives. 

191. Limite inf^rieure du nombre des racines imagjnaires. 
II arrive souvent que Tapplication de la rSgle de Descartes rend 
certaine Texistence de racines imaginaires. Si, en effet, le 
nombre possible de racines positives, ajout6 au nombre pos- 
sible de racines negatives, forme une somme moindre que le 
degr6 de T^quation, il faut bien qu'il y ait des racines imagi- 
naires. 

Soit, par example, T^quation 

a?» + 5ar^ + 2a?— 1=0; 

son premier membre n'a qu'une variation ; elle ne peut done 
avoir qu'une seule racine positive. 
Si on change a? en — a?, latransform^e est ; 

a;8 — 5a;3-,2a?— 1=0, 
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qui n'a aussi qu*une variation, et qui ue peul avoir, par suite, 
qu*une racine positive. La propos6e ne peut done avoir que 
deux racines r^elles ; et clle a, par cons^quenti au moins, six 
racines imaginaires. 

On peut remarquer que les deux racines, que la rbgle de 
Descartes indique comme possibles, existent certainement dans 
ce cas ; Texcfes du nombre des variations sur le nombre des ra- 
cines positives 6tant, en efTet, pair (190), il faut bien qu'il soil 0, 
dans le cas otL il n*y a qu'une seulc variation. 

S 11. Th^or^me de RoUe. 

192. Th^or£:me. Deux racines reelles consecutives a,et h, (Tvm 
equation <p (\) = 0, comprennent au moins une racine r6elle de la 
dirivie cp'(\) = 0. 

En effel, si Ton fait varier x depuis a jusqu'Ji 6, cp (a?) part de 
zero pour revenir h z6ro ; cette fonction, qui est continue, va 
done d'abord en augmentanl, pour diminuer ensuite; ou bien, 
elle commence par diminuer, pour aller ensuite en augmen- 
lant. Dans les deux cas, la ddTivfee change de signe ; et comma 
clle est continue, elle passe par z6ro, pour une valeur de x com- 
prise entre a et b. C'esl ce qu'il fallait d6montrer. 

Comme la fonction peut subir, entre a et 6, plusieurs alterna- 
tives d'accroissemenl et de diminution, la d6riv6e peut s'annuler 
plusieurs fois dans Tintervalle. // peut done y avoir plusieurs ra- 
cines de la derivee comprises entre deux racines consecutives de la 
proposee, 

Ce th6or6me est vrai pour toute 6quation dont le premier 
iiiembre est une fonction continue de a?, quand sad6riv6e elle- 
mfime est continue. 

103. CoROLLAiRE. II r^sulte de Ik que deux racines consScu- 
lives de la dirivee peuvent ne comprendre aucune racine de la pro- 
posiCy mais qu'elles n*en comprennent jamais plus d^une. On voit, 
en effet, d'une part, que, si deux racines consecutives a, b de 
la propos6e comprennent plusieurs racines a', b', ... de la diri- 
v^ic, ces racines a', b' de la d6riv6e ne comprennent pas de ra- 
cine de la proposee : et Ton voit, d'autre part, que si deux ra- 
cines consecutives a\ V de la derivee comprenaient plusieurs 
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racines a, 5,... de la propos6e, ces racines a, b de la propos6e 
ne comprendraient pas de racines de la d6riv6e : ce qui n'est 
pas possible. 

194. NOMBRE DES RACINES R^ELLES D'UNE iSqUATION. On COD- 

clut de ce qui prfecfede, que, si Von sail trouver les racines de la 
derivee^ on pourra compter le nombre des racines rielles de la pro- 
posee. Soient, en efiet, a', 6', cf,.., i', les racines r6elles de la 
d6riv6e, rang6es par ordre de grandeur : subslituons success!-. 
vement k a?, dans le premier membre de la propos6e, les 
nombres 

— 00, a', b\ c',.... r, -j-oo. 

Si deux substitutions cons^cutives donnent des r6sultats do 
signes contraires, il y a, dans Tintervalle correspondant, une 
racine au moins de la propos6e (170) et une seulc (195). 
Si les r^sultats sont de m6me signe, il n'existe dans rintervalle 
aucune racine de la propos^e; car il ne saurait s'en trouver 
plus d*une (193). Ainsi chaque changement de signe, dans les 
substitutions successives, prouvera I'ezistence d'une racine 
r^elle de la proposj&e. 

Si Ton d6signe par n le nombre des racines rielles de la d6- 
riv6e, (n+ 1) sera le nombre des intervalles; et par suite (n+ 1) 
sera la limite sup^rieure du nombre des racines rielles de la 
propos£e. 

On Yoit encore que, si une Equation a toutes ses racines 
rielles, sa d^rivSe a aussi toutes ses racines rielles; car les 
m racines rielles de la propos6e fournissent (m — 1) intervalles, 
dans chacun desquels doit se trouver, au moins, une racine de 
la d6riv^e (qui n'a que m— 1 racines.) La r^ciproque n'est pas 
vraie, 

19S. Application a l'iSquation du troisiAme degriS. Si l*on 
consid^re, en parliculier, T^quation du troisifeme degr6, sous 
la forme simple 

I a?» + pa? -f- ^ = 0, 

on remarque que, pour qu'elle ait ses trois racines rfielles, il 
faut d'abord que sa d6riv6e, 3a;* -|- p = 0, ait ses deux racines 
teelles; car si celles-ci fitaient imaginaireSj la propos6e ne pour- 
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rait avoir (194) plus d'une racine r6elle. II faut done que p soit 
n^gatif ; el alors les racines de la d^riv^e sont : 



.=±v/-l 



3 



11 fauty en outre, qu'en substituant successivement k x, dans Ic 
premier membre de la propos6e, 

chaque subslitution am^ne un ebangement de signe (194). Or, 
la substitution de — «> rend Tcxpression negative, et celle de 
+ 00 la rend positive; il faut done, et cela suffit, que Ton ob- 
tienne le signe + en substituant la plus petite racine de la d6- 
riv6e, et le signe — en substituant la plus grande. Or, le pre- 
mier membre x^ -\- px -{- q pent se metlre sous la forme 
a?(ic* + p) + g. Les conditions n^cessaires et suffisantes sont 
done fournies par les in6galit6s : 

-\/~i(-f+^)+'>»' S-TV~f + '>»' 

/ ou { ^ . 

Distinguons deux cas : 1*^ Si ^ est positif, comme p est nSgatif, 
la premiere in6galit6 est n^cessairement v6rifi6e; quant k la 
seconde, on pent T^crire : 



Q< 



2p./ P. 



ci, comme les deux membres sont positifs, on pent les filevci* 
•au carr6 (I, 20S); et Ton a : 



sol 



15 1^ 
I 
\ 



ii- 



rcr 
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2« Si q est n^galif, la seconde in6gaUt6 est nficessairement 
v^rifi^e. Quant St la premiere, on pent I'^crire : 



-¥v/-.|>-«. 



ou« en ^levant an carr^ les deux membres qui sont positifs, 
-^T^>9', ou encore (?y+(f)'<:o. [i] 



, 27 ^ ^ ' V3/ * V2. 



Telle est done [1] la condition n6cessaire et sufBsante, pour 
que r^quation du troisi^me degr6 ait ses trois racines r6elles. 
. (Gelte condition, on le voit aisSment, comprend la premiere 
Or, p<0.) 



185. D66nition des variations ei des permanences. — 18^ Si Ton multi-* 
plie un polynome entier en x par (a; — a), a dtant positif, ie produit a, 
au moins, une variation de plus que le multiplicande. — 187. Le nom- 
bre des variations introduites est impair. — 188. Le nombre des ra« 
cines positives d'une Equation ne pent surpasser le nombre des varia- 
tions de son premier membre. — 189. Limite superieure du nombre 
des racines negatives. — 190. L'excds du nombre des variations sur le 
nombre des racines positives est un nombre pair. — 191. Limite inf^- 
rieure du nombre des racines imaginaires. — 192. Deux racines r^elles 
consecutives d'une Equation comprennent, au moins, une racine r^Ue 
de la derivee. — 195. Deux racines r6elles consdcutives de la d^riv^e 
peuvent ne comprendre aucune racine de la propose ; elles n'en com- 
prennent jamais plus d'une. — 194. Lorsqu'on sait trouver les racines 
de la d^riv^e, on pent compter les racines r^elles de la propos^e. Pour 
qu*une Equation ait toutes ses racines r^elles, ii faut que sa d6riv^e ait 
toutes ses racines r^elles; mais cela n'est pas suffisant. — 195. Con- 
dition pour que F^uatioa du troisidme degr6 ait ses trois racines 
r^elles. 

EXERGICE8. 

L Lorsqu*une Equation alglbrique, de degr6 m, k coefficients r^els, est com- 
plete, c'est-i-dire , lorsque son premier membre contient toutes les puissances 
de a;,- depuis la puissance m jusqu'd, la puissance z^ro, si toutes ses racines sont 
r^elles, le nombre des racines positives est ^gal au nombre des variations , et le 
nombre des racines negatives est 6gal au nombre des permanences. 

Alg. sp. B. 12 



t 
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II. Si line ^nation incompletes de degr^ m, contient n termes, le nombre 
des racines r^elles ne peut surpasser (2n-*2), si m est pair^ et (2n^3), si m 
est impair. 

On applique les th6or&mes (188 et 189), pour ces deux exercices. 

III. Si, dans una Equation incomplMe, il manque un nombre pair de termes 
entre deux termes de m^me signe ou de signes contraires, Tequation a, au moins, 
autant de racines imaginaires qu'il y a de termes manquants. 

IV. Si^ dansune Equation incomplete, il manque un nombre impair deterines 
entre deux termes de mfime signe, il y a, au moins, autant de racines imagi- 
naires qu'il y a de termes manquants plus un. £t si les deux termes, qui com- 
prennent la lacune, sent de signes contraires, il y a, au moins, autant de racines 
imaginaires qu*il y a de termes manquants, moins uiv 

V. Lorsqu'une Equation incomplete a toutes ses racines r^elles, il ne peut 
manquer de terme entre deux termes de mSme signe ; et il n'en peut manquer 
plus d'un entre deux termes de signes contraires. 

YI. Lorsqu'une Equation incomplete a toutes ses racines r^elles, le nombre 
des racines positives est egal au nombre des variations; et le nombre des racines 
negatives est egal au nombre des permanences, augments du nombre des 
laeunes. 

On applique, pour les exercices III, IV, y,'yi, les theoremes (188) , 
189 et 191). 

VII. Deux racines consecutives d'une equation comprennent toujours un nom* 
bre impair de racines de la derivee, pourvu que Ton compte pour deux cbaque 
racine doubles que peut avoir la derivee, pour trois cbaque racine triple, etc. 

On etudie les variations du premier membre de ^equation (19I3). 

ym. Si Ton « ime ^qoation 

OJ- + A,!"-' + .M— 2. + ....+ A^iOJ + A« = , 

et' que Ton miritfplitB respectivement ses termes par a, a + &, a4-26,...« 
a+C**— 1)&, a+i»& (aet 6 etantdes nombres positife), on forme une equation 
nouvjoUe, qui a une racine comprise entre deux racines consecutives de la pro- 
posee, ^cept6 entre la plus, petite radne positive et la racine negative qui la 
precede. 

On applique le thcoreme precejj^aj^t (VJI). • 

tx. Si dans une equation /"(») =0, on change rr en — «, le nombre des varia- 
tions, tant de la ptoposee que de la transform6e,.ne peut etre superieur au degre 
de requation-: et, quand il lui est inferieur, la difference est un nombre pair. 

On examine comment la suppression de certains termes, dans requation, in- 
flue sur le nombre des variations. 



th£orie c£n£rale des Equations. 



179 



X. Si une Equation, de degr6 m, pr6sente v variations, elle a, au plus, (m — v) 
racines negatives. 

GoroUaire du tti6or&me IX. 

XI. S^il arrive, qu'en multipliant le premier membre d'uae Equation par 
(s— a), on introduise (2v + l) variations, I'^quation propos6e a, au moins, 
2v racines imaginaires. 

Application des thtor^mes X et 1.01. 



CHIPITRE HI. 

TniORIE DES RACINES EGALE8. 

I 

S I. Pacteurs communs k deux polynomes. 

196. Definition DV; plus grand commun DivisEURALGifiBRiQtJfc. 
Nous avons vu (175), qti*une fonction enti^re dc la variable a? 
peut toujours se decomposer en facteurs du premier degr6, de 
la forme {x — a), a d^signant un iiombre r6el ou una expression 
imaginaire ind^pendante de x. La decomposition ue peut se 
faire que d'une seule manifere ; et chaque polynome admet seu- 
lement un nombre de facteurs ^gal &.son degr^. En g^n^ral, 
deux polynomes diflSrents admettront des facteurs in^gaux ; et 
ce sera seulement dans des cas particuliers, quMIs en auront un 
cm plusieurs de communs. 11 est important, dans pjusieurs re- 
cherchesd'alg^bre, de savoir decider, si deux polynomes donnas 
se trouvent precis^ment dans un de ces cas, et quel est alors le 
produit des facteurs communs, que Ton nomme plus grand 
cbmmun divisevr des deux polynomes. 

197. Recherche du plus grand commun diyiseur de deux 
POLYNOMES. Soient <p {x) et 91 (x) les deux polynomes, ordonn^s 
suivant les puissances d^croissantes de x. Supposons 9 (x) de 
degr6 sup^rieur ci fi(a;), et divisons le premier de ces polynomes 
j)ar le second. Soient Q le quotient et (fi{x) le reste; on aura: 

et cette 6galit6 prouve, que le produit des facteurs communs k 
9(0?) et k (fi(x) est le m6me que celui des facteurs communs k 
<Pi(ic) et k 9,(0?). 

Soil, en elTet, (a?— a) un facteur commun k 9(0?) et k 91(0?), qui 
figure p fois dans chacun de ces deux polynomes ; 9(0?) et 94(0;) 
6lant divisibles par (a? — a)**, la somme 9(0?) et Tune des parties 
Q9i(rc) admettent 6videmment ce diviseur; il en est, par suite, 
de m^me de Tautre parlie de la somme, c'est-i-dire de 9,(0?). 

On verra de m6me, que, si 9,(0;) et 94(0?) admettent p fois un 
facteur (a?— o), il en sera de m6me de 9(a?), 
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II est bien enlendu que/ dans ce qui pr6cfede, on pent avoir 
p=l. 

D'aprfea cela, les facteurs communs k <p(a?) et i ^{{x) sont les 
mfemes que les facteurs communs k <pi(a?) et k 9,(0?) ; ils doivent 
fitre pris, clans les deux cas, avec les monies exposants; et, par 
suite, le plus grand commun diviseur de <p(a?) et de !fi(x) estle 
m6me quecelui de (pi(a?) etde <pi(a?). 

On rarafenera, de la m6me manifere, la recherche du plus 
grind commun diviseur de ©i(a?) el de ^^(a?) k celle du plus 
grand comtnun diviseur entrc fzi^) et le reste 9,(0?) de la divi- 
sion de <pi par 91. On conlinuera ainsi k substituer aux poly- 
nomes proposes d'aulres polynomes, dont le degr6 ira sans cesse 
en diminuant; et lorsqu*on parviendra a une division qui se fera 
cxactementy h diviseur de cette derniere operation sera le plus grand 
comrnun diviseur cherche. 

Si Ton parvient a un reste nmn^rique, avant d'avoir rencontr6 
une division qoi r6ussisse, les polynomes proposes li'ont aucun 
facteur commun, et il n'y a pas de plus grand commun di- 
viseur. 

£98. Remarque. En cherchant le produit des facteurs com- 
muns k deux polynomes, on ne se prSoccupe aucunement des 
facteurs num^riques. On. pent done multiplier Tun des polyno- 
mes donn6s, ou I'un quelconque des restes oblenus dans rop6- 
ration par un facteur num^rique quelconque. On profite 
sofuvent de cetle remarque, pour 6viter Tinlroduclion des d6- 
noraihateurs num^riques. Ilsuffit, pour cela, de multiplier les. 
dividendes successifs par le coefficient du premier terme du 
diviseur; etl'on doit prendre cette precaution, non-seulement 
pour les fonctions successives <p, 91, ^t, 98,...> qui servent suc- 
cessivement de diviseurs, mails aussi pour les dividendes partiels, 
qui se pr^sentent dans le cours de chaque division. 

Supposons, par exemple, qu'en divisant 9(0;) par 91(0;), on ait 
trouv^ au quotient un certain nombre de termes, dont nous re- 
prfesenterons Tensemble par d. 

Soit ^{x) ce qui resie du dividende, lorsqu'on en a retranch^ 
le produit de Qi par le diviseur ; on a : 

^{x)=^Qi^i{x) + ^x) 
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e4 ]'on prouvera^ comme au n*" 197, que les facteurs communs 
k (f{x) et h ffi{x) sont les m6mes que les facteurs communs k ^{x) 
et k <fi{x\ ety par suite aussi> que les facteurs communs k k^(x) et 
k <pi(a;), k itantune constaute quelconque. II est done permis de 
continuer rop6ration, apr^s avoir multipli6 le dividende partiel 
^x) par unfacteurnumMquet. 

On pent aussi diviser Tun des polynomes ou Tun des restes, 
par un diviseur num^rique qui serait commun. 

199. ExEMPLE I. Soit k chercherle produit des facteurs com- 
muns aux deux polynomes : 



t 



a;^— 3a?« + rr»— 4x* + 12a?— 4, 



Voici le tableau des operations : 

9i(aj)=2»*— 6»»+3»*— 3fl5 +1. 

Premise operation parHeUe, 
Prod' du diT* par 2. . . 2x'— 6a:«+2ir*— 8a;*+24a?— 8 | 2iy*—6a?»4-3a;>— 3x4-1 

— a;*-|-3x*- ap»— 8jr'+24aJ— 8 



Prod» du reste par 2. . . —2«*+6x<— 2x^—1 6a;»+48«— 16 

— 2j^+6g^— 3x=>+ 3a;^- x 

a?^lftr»+49aj— 16 



Deuxieme opiration partieUe, 

W^ 6aj»-f 3aJ»— 3a?+l | flg»— 19x»-f 49a?— 16 
2a;*— 38j»+ 9&b'— 32ig 2d;+32 

32a^- 95a^+ 29aj+l 
32j3— 608a^-|-1568a?~-512 
513x^— 1539a;-f513 
Quotient du reste par 513... d^— 3x+l 



Troxsieme opircUion partieUe^ 
x3— I9x2+49x— 16 I x'-3x+l 



— ]6x'H-48x— 16 
— 16x»+48x— 16 
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Ainsi (lone, le produit des facteurs communs est (a?* — 3a? -}- 1) J 
etl'ori a: . 

(p(a?) = (a^— 3a?+ 1) ( a;»— 4), 

(p,(a?) = (iT* — 3a? + 1) (2a?»+ 1). 

• On remarquera que, dans les op6ralions pr6c6dentes, le poly- 
nome (^{x) et le premier reste de la premiere division ont 616 
multiplies par 2, el que le reste de la seconde division a 6t6 di- 
vis6 par 513. Cette introduction et celte suppression de facteurs 
Dum6riques sont permises, comme on Ta remarqu6 plus baut, 
quoiqu*elles changent les quotients successivement obtenus. 
Ainsi, par exemple, ^n divisanl <p(a?) par <pi(a?),sans faire usage 

de ces simplifications, on trouverait pour quotient (— — -),au 

lieu de (a^ — x) que nous avons obtenu; mais, les quotients ri'6- 
tant d'aucun usage, cela n'a pas d*inconv6nients. 

Exemple 11. Gonsid6rons, pour second exemple, les deux po- 
lynomes : 

r<p(a:) = 0?* — 49a;* + 67a?* + 10a?« — 25a? — 4, 
( <pi(a?) = 2a?» — 18a?* + 39a?» — 25a?^ + a? + 1. 

Voici le tableau des operations : 

2a* — 98x*+134aJ»+ 20a5'-50aJ^ 8 I 2x^—1 8a^-f39a;»~25ai»+gH-l 

2a^~18x^+ 39g^— 25a^+ «*+ » «+9 

18a;*— X37a;*+159a;'+ 19a;2— 51ir— 8 
18ag*— 162gH351a^— 225a;'4- 9a;+ 9 

25a;*-l 92a;3+244af'-60a?— 17 

5Cv*— 450aJ<+ 975a;3- 625a?'+ 25a;+ 25 I 25a?<— 1 92fl;^+ 244x^— 60a;— 1 7 
f>0xs-. 384a;*-f 488a;^— 12Qa;^— 34a; 2a?— 66 

— 66x^+ 487a;^— 50oa;^-f- o9a;+ 25 

— 1650a;*+12175ic3— 12625a;»+1475a;-f 625"" 

— 1650a;H12672a^>-16104a;H5960a;+1122 

— 497a;=»+ 3479x^— 2485g— 497 

— a;^+ 7a;2— 5x— 1 

25a;*— 192x3+244a?'— soar— 17 I a;^— 7a;2+5a;+l 



25a;*— 175x3+1 25a;^— 25a; 25a;-17 

— 17a;»-|-ll9a;'— 85a;— 17 

— 17a;3+119a;2— 85a;— IT 
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Le produit des facteurs communs est done {a? — 7rr' -f 50? + 1} ; 
c\j en ^ivisant par ce produit les deux polj^nomes <^{x) et fi(a;), 
on aora : 

ff(x) =(a;» — 7a;*+4a?+l) (aj»+7a;'— 5a?— 4), 

^^{x) = {x^— 7x^+ bx + 1) (2a;* — 4a? 4- 1). 

Nous remarquerons,/ eomrae plus haut, que diverses simpli- 
fications ont £t£ apport^es aux divisions pr6c6dentes. Dans la 
premiere on a multipli^ le dividende par 2. Dans la seconde, 
le dividende a &t6 multipli^ par 25, ainsi que le premier divi- 
dende partiel ; le resCe a 61^ divis6 par 497. 

EJxEMPLE III. Nous chercherons encore le plus grand commun 
diviseur cnlre les deux polynomes : 



( 



<p(a?) = 05* — 7a;» -f 15a?* — 402'« + 48 a? — 16, 
(f^{x) = 6a?« — 350?^ -f- 600?* — 80a? + 48. 



Void le tableau des operations : 

6««-42f?*+ 9a»*-240«»+ 288* - 96 1 6a?*'-35ap«+60<p'-8Qar+48 
Gaf^—3bx^+' 60jr<— 80j^+ 48a? »— 7 

— lx^-\- 30a;*— 106x2+ 240a?— 96 



--42«»+ 180a?<—760a?»+ 1440a?— 576 
— 42fl?*+245a^— 420x»4- 560a?— 336 
— 65a?<+420a;»-960a;'+ 8803?— 240 
— 13a?»+ 84aj»-192a?'+ 176a?— 48 



78x^— 455aj«+ 780a;3- 1040a? + 624 | 13g*—84g»+ 192x^—1 76a? 4-48 

78a?^— 504a?*-}-U52a?»— 1056a?^+ 288a? 6a?4-59 

• + 49a?^— 372a;'4- IQoSa;-^- 1^28a;+ 624 

637a?*— 4836a?3+13728a;«-17264a;+8112 
637a?*-4116a?3-p 9408a?»- 8624a;-f2352 



— 720a?^+ 43-20a;^— 8640a?4-5760 

— »3— 6a;»— 12a?4- 8 

184?*— 84a;'+192«»— 176a?-|-48 | a?3-6a^+12a?— 8 
13a?»— 78J^+I66x'-I04a? 13a;-6 

— 6j?3+ 36a?»— 72a?+48 

— 6a?-»4- 36x'— 72X+48 

9 

Done le facteur commun est a^ — ^x^ + 12a? — 8. 
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Dans ces divisions, on a introduit et supprim6, comnie dans 
les prtc6dentes, des facteurs num6riques, que le lecteur, sufli- 
samment averti, apercevra sans peine. 

§ II« Raciaes communes h deux Equations. 

liOO. Moyend'obtenir les racines communes a deux^quations. 
La tWorie qui pr6c^de permet de ramener la recherche des 
racines communes k deux Equations, k la resolution d'une Equa- 
tion qui ne contient phis qu'elles seules, el qui est, par cons<^- 
quenl, de degr6 moindre que les propos6es. II est clair, en effet, 
que le produit des facteurs communs a deux poly nomes, etanl igale 
a zerOf donnera predsement les racines qui les annulent fun et 
r autre.' 

Soienty par exemple, les Equations : 

i« — 49x'* + 67a;«+ \0x^ — 25i; — 4 = 0, 

2a;» — 18a?* + 39aj* — 25x' + a; + 1 == ; 

on avu (t09, exemplell), que le produit des facteurs, communs 
k leurs premiers membres, est : 

iT* — 7a;* + 5a? -f- 1 ; 

et, par suite, les racines communes s'obtiendront en rEsolvant 
TEquation du troisifeme degr6 

a;' — 7a;2 + 5a; _[- i ~ o. 

Celte Equation a Evidemmerxt pour racinea?= 1 : son premier 
membre est done divisible par (a? — 1). Le quotient, a?* — 6a?— 1, 
EgalE k zEro, fournira les deux autres racines communes, 

a?:=3± v/iol 

§ UL Des racines Egales. 

201. But de la th^ortb; des racines iSgales. Les procEdEs, 
cmployEs pour la rEsolulion des Equations numEriques, exigent 
que ces Equations n'admettent pas de racines Egales. II est done 
essentiel de rEsoudre les deux questions suivahtes. 
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l"" Une Equation alg^brique £tant donn^e, reconnattre si die 
a des racines ^gales* 

2« Une Equation ayant des racines f gales, ramener sa r&olu- 
tion k celle de plusieurs autres Equations, de degr6 moindre, et 
dont les racines soient in^gales. 

202. MoYEN DK reconnaItre si une Equation a des racines 
Scales. On dit qu*une Equation, 9(0;) = 0, admet n fois la racine 
a, lorsque ff(x) est divisible par (a? — a)^ Le lh6oreme suivant 
exprime les conditions n^cessaires et sufflsantes, pour qu'il en 
soil ainsi. 

TfiEORiiME I. Pour qu*un nombre a soil n fois racine d'une 
iquation algibrique ^(x) = 0, il est necessaire et suffisant qvs, 
substitue a x, il annuk la fonction «p(x) et ses (n — 1) premieres di^ 
rivies» 

On a, en efTet, identiqnement : 

ct, par suite, <p (a?) = ^ [a + (a? — a)]. 

En d6veloppant 9 [a+ (a? -^ a)] par la formule g6n6rale donnfie 
(110), on a: 

A la seule inspection de cetle formule, on voit que la condi- 
tion 6nonc6eest suffisante.Si Ton a, en effet, 9(a) = 0,cp'(a) =0, 
«p*"* (a) = 0,-tous les termes quirestent dansle second membre 
contiennent {x—aT en facleur; et 9 (a;) est, par consequent, 
divisible par (a? — a)". 

Je dis, de plus, que cette condition est necessaire; supposons, 
en effet, que ©(a?) 6tant divisible par (a? — a)*, et*<p''(a:) etant la 
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premi&re des d6riv6es de <p(a?) qui ne s'annule pas pour a? = a, 
on aitp<nj Tequalron pr6c6dente deviendra : 

Si Ton divise les deux membres par (a?— a)', il viendra : 

•% . 

6galit6 impossible; car<p(a?) renfermant, par hypothfese, (x — a)" 
en facteur, et n 6tant plus grand que p, le premier membre 
s'annule pour a; =0, et le secoBd prend une valeur diff^rente de 

z6ro, savoir : , ^ ' » 
' 1.2.. .p 

On pent d^duire du thSor^me pr6cMent les conditions sui- 

vantes. 

205. TniSoRiiiME IL Pour qu'sm notnbre a soil n fats radne 
d'une iquaiion cUgibriqxAe ^(x) =0, il est tUcessairs et suffisant que^ 
substitid h'Siy a annuU U polynome ^(z), et qvfU soit, en outre^ 
(n — 1) fois radne de FiquaHon dMvie f ' (x) = 0. 

II r^sulte, en eflet, du thior^me pr^cMent, que les conditions 
nteessaires et suflisantes sont exprim^ies par les Equations : 

?(«)=0, ?'(a)=0..., f-*(a)=0, 

dont les (n — 1) dernifcres expriment, que a est racine de I'^qua- 
tion <p' (a?) = et de ses (n — 2) premieres d6riv6es; et, par suite, 
en yertu du m6me th^or^me, que a est (n — 1) fois racine de 
P6quation (p'(a?) =0. 

• 

204. RsiiARQUE. II r^sulte du th^or^me pr6c6denty que, si Ton 
decompose le premier membre d'une Equation et sa d6riy6e en 
facteurs simples correspondants k leurs diverses racines^ k cha- 
que racine multiple a, entrant n fois dans T^quation^correspon- 
dront, dans lad^rivte, (n — 1) facteurs £gaux k {x — a};ensorte 
que, si une Equation ff{x) =0 admet n racines Agates & a, p 
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racines ^gales kb^q racines ^les he,r racines igales h d, etc., 
on a: 

m 

et, par suite, f(x) et cp'(x) admettent les facteurs communs 
(a?— a)""*, (x— 6)^*, (x— c;«-*,(x— d)'-*. Je dis, de plus, qu ils 
n'cn admettent pas d*autres; car, s'ils admeUaieiU un facleur 
commun (x— ik), h serait racine de ^(x} el de f'(x), et, par 
suite (202), radne double de ^x). 

Le plus grand commun diviseur, entre le premier membre d^une 
equation et sa derivee^ est done le produit des facteurs simples cor- 
respondants aux racines multiples^ Vexposant de chacun d*eux etant 
diminue d^une unite. 

« 

Et, pour dteider a une Equation a des racines ^gales^ on 
cherche le plus grand commun divisenr entre son premier 
membre et sa d6ri?^e. S'il n*existe pas de plus grand commun 
diviseurj c*est qu*li n*y a pas de racines Agates. 

20S. REDUCTION D*ONE EQUATION QUI A DES RACINES iOALES. 

Les th^or&mes pr£c6dents permettent de ramener la resolution 
d*une Equation, qui a des racines ^gales, k celle de plusieurs 
autres Equations qui n'en ont pas. Considerons, en efTet, une 
Equation cp(x) = 0; et concevons son premier membre decom- 
pose en facteurs correspondants k ses racines. SoientXi, Xi, Xu 
X4 les produits des Tacteurs de chaque degrade multiplicite, pris 
cbacun une fois seulement, savoir : Xi le produit des facteurs 
simples ; X^ le produit des facteurs qui correspondent k des ra- 
cines doubles, pris cbacun une fois seulement; et ainsi de suite. 
En sorte que Ton ait : 

•(x)=X,X,'X,»X/. 

Le produit des facteurs, communs an polynome X et c^ sa dd* 
rivte, est, d'aprftsles tb^or^mes precedents : 

It ^^ AiA) A4 • 
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Le produit Pi des facleurs, communs & P et & sa d^riv^e, est 
de m£me : 



Enfin, le produit Pi des factcurs, cooimuDS k Pi et 
rivte, est : 

P.= X.. 



k sa d6- 



Si r^quation prepos^e n'admet pas de racines, dont le degr6 
de muUiplicit6 surpasse 4, Pi n'aura plus de facteurs communs . 
avec sa d6riv6e ; sinon il faut continuer k op6rer de la m6me 
mani^re, jusqu'i ce que Ton rencontre un resultat/qui n'ait pas 
de diviseur commun avec sa d6riv6e. Maintenant, en divisant 
chacune des ^galit^s pr^c^dentes par la suivante, il vient : 

— p- = Q = XiX2XjX4, 

P 

p" = Ui = XjX 3X4, 

% 

P.=X.; 

el, en divisant chacune de celles-ci par la suivante : 

» 

Q V Q* Y ^2 Y D Y 

■FT — Ai: Ty — Aj, -jj- A8, ^t A4. 

On pourra done, par de simples divisions, trouver Xi, X„ X,, 
X4; et, en r6solvant les Equations, 

X,=:0, X2=0, Xs = 0, X4 = 0, 

qui n'ont plus de racines multiples, on obtiendra s6par6ment les 
racines simples, doubles, triples, quadruples.... de la propos^e. 

206. ExEMPLE I. Appliquons la m6thode pr6c6dente k 1*6- 

quation 

^{ic)=^ x^+ 4iD' + 2j?* + 12a? + 45=0. 
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On a : ff\x)=kx^+ I2a?*+4a? + 12 

Par des divisions successives, on obtient les Equations sui- 
vantes : 

4.(p(a?)= (a;+l).9'(a?)— B(x»— 4a;— 21) 

<p'(a?) = 4(a?+7).(ic»—4a?— 2l) + 200(a;+3) 

a?«-4a?— 21= (a?-f 3).(a?— 7). 

Par consequent, le facteur commun k cp(a;) et ^'{x) est {x -f-3). 
Done — 3 est une racine double; on trbuve, en effete par la di- 
vision : • 

y (a?) = (a? + 3)«. (a?^ — 2a? + 5). 

ExempleII. Soil encore r^quation 

9(a?)==a?'— 10a?*+ 15a?— 6=0. 
On a ; (p'(a?) = 5(a?*— 4a? + 3) . 

Les divisions cons^cutives donnent : 

a?'- 10a?*+ I5a?-^6=a?(a?*— 4a?+3)— 6(a?*— 2a?4-l) 

# 

a?*— 4a?+3 = (a?*— 2a?+ 1). (a?* + 2a?+3) 
= (a?— l)*.(a?* + 2a?-f 3). 

Le plus grand commun diviseur, entre f (a?) et f'(a?},.est done 
(iv— l)*;la seule racine multiple est done, 07=1, qui figure trois 
fois dans laproposde; et Ton a, en effet : 

cp (a?) = (a?— 1)» . (o?^ + 3a?+ 6) . 

ExEMPLE IIL Soit r^quation : 

<p(a?)=a?«— 7a;<+15a?*— 40a?*+48a?— 16 = 0; 

■ 

la premiere d^riv^e est : 

(p' (a?)= eo,-*- -35«*-f 60a?* — 80a?+ 48. 
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Nous avons d6ji trouv6 (190), que le produit des facteurs 
communs k ces deux fonctions est : 

a?'— 6a;*+l2j?— 8, 

ou (a?— 2)». 

Donc» r^quation propos6e admet qiiatre racines ^ales k 2; on 
a, en effet : 

<p(a?) = (a? — 2)* . (a;« + 0? — 1). 

ExEMPLE IV. Soit enfin T^quatioD ; 

<p(a?)=aj«— 10a^+47a?*— 140a;'-f 271a;»— 530a?+225 = 0; 

sa d^riv^e est : 

(p'(a?) = 6aj* — 50a?*+ 188a^— 420a;* + 542a?— 330. 

Les divisions succcssives donnent : 

6. cp(a?) = <p'a? {x—^)+^ (a;*— 10a;* + 36a?» — 70a? + 76) 

9'{x)= 2(3a?+5)(a?*-10a;'+36a?»-70a?+75)+72(a?'-5a?*+l la?-15) 

a?* — 10aj»+ 36a?*— 70a?+75 = (a?*— 5a?'+ 1 la?— 15)(a?— 5). 

Le produit des facteurs, communs aux deux polynomes, sera 
done: 

ar^— 5a?«+lla? — 15. 

Si nous divisons ce produit par sa d6riv6e, apr^s ravoir mul- 
tipli^ par a, nous trouvons : 



3a;»— 15a?*+33a?— 45 
— 5a?*+22a?— 45 



3a?*— 10a? +11 



a? — 5 

OU, en multipliant de nouveau par 3, 

— 15a?* + 66a?— 135 

16a?— 80; 

en supprimant le facteur 16, le dernier reste pent £tre remplao6 
par (a?— 5); sans avoir besoin de continuer Top^ration, aprfts 
cette simplification, on voit que (3a?*-^10a?+ll)n*estpas divisible 
par (a? — 5); car il ne s'annule pas pour a? =+5. Le commun 
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diviseur ((c* — ba:^'\-l\x^lb) entre <p(a?) et sa d6riv6e, n'a done 
p&s de facteurs multiples; et, par suite, <p(a;) a seulement trois 
racines doubles, dont les valeurs sont les racines de T^- 
quatlon : 

a;*— 5a?^+lla;— 15=0. 

196. Definition du plus grand commun diviseur de deux polynomes. — 
197. Moyen de Vobtenir, par un proc^d^ analogue ^ celuique Ton suit 
pour deux nombres. — 198. Bemarquc imporlante sur rintroduction 
ou la suppression des facteurs numerlques, dans le cours des divisions 
h effectuer. — 199. Quelques exemples. — 200. Recherche des racines 
communes a deux equations. — 201. But de la theorie des racines 
6gales. — 202. Condition n^cessaire etsufdaante pour qu*une Equation 
admette n fois !a racine a. — 205. Autre forme de cette condition. — 
204. Produitdcs facteurs communs au premier membre d'une Equation 
et k sa d^rivee; r^gle pour decider, si une equation a des racines ^gales. 
— 203 Reduction d'une (Equation, qui a des racines multiples, k plu-' 
sieurs autres qui n'en.ont pas. — 206. Quelques exemples* 

EXEUCIGES. 

I. Decomposer en facteurs le polynome 

f(ap) = a;*— 2a;* + 3af3— 7 aj» + 8a; — 3. 
Ontrouve /'(«) = (a;—l)3 («' + » + 3). 

II. Decomposer en facteurs le polynome 

f (a;) = a;«— 6ap* + 9a;« -f- 8a;3- 24x2+ 16. 

i 

On trouve f{x) = (a; + 1)» {x — 2)*. • 

III. Decomposer en facteurs le polynome 

f(x) =«« — 24a;* + 32a;' -h 14'4 a;^ — 384a; + 256. 
On trouve f{x) = (a; + 4)^ {x — 2) ♦. " 

IV. Decomposer en facleurs le polynome 

^'»r=ap'+2a;6H-3a;^ — a;' — 8a;3 — 13a;'-. 12»— 4. 
On trouve f{x) = («» + a; + 2)» (x + i) (a;' — » — i) 
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v. Decomposer en facteurs le poIyDome 

. /'(a;) + x' — I2a*-2a;« + 39x3 — 60?' +44aJ+24. 
On trouve f{x] = (x - 1)^ (j + 2)' (of - 3) . 

VI. P et Q d^signant deux polynomes en a;, 4 coefficients reels ou imaginaires, 
qui n'ont aucun facteur commun, et F, C^ repr^sentant leurs d^rivdes : si Ti- 
quation F-}-Q' = admet une racine double, cette raciuei r^elle cu imagi- 
naire, appartiendra k T^quation P'^^- Q''=0. 

Exemple :' 

p — x» — 1, Q = 2a?, P* + Q2=(x2 + 1)', P'^ + Q'' = 4(x» + 1). 

on's'appaie sur ridenlit6 : 

(P4.Q^:r])(p_Q v/zri) = p + Qi. 

VII. Si o est n fois racine de I'^quation 9(a;)=0, 11 sera (n— 1) fois racine 
deT^quation qu'on obtient, en multi pliant lestermes de la pro^os^e, supposes 
complete, par les termes successifs d'une progression aritbm6tique. 

On s'appuie sur le th^or^me (203). 
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GHAPITRE IV. 

BES nACINES COHUEXSURADLES. 

S I. Des limiles des racines. 

207. DEFINITION. On appelle limite superieure des racines po- 
sitives d*une equation, tout nombre plus grand que la plus 
grande des racines positives; limite inferieurCy lout nombre plus 
petit que la plus petite d'entre elles. 

On nomme limite inferieure des racines negatives tout nombre 
plus petit que la plus petite des racines negatives; limite supe- 
rieure, tout nombre -plus grand que la plus grande d'entre 
elles. 

Lorsqu'on a k r^soudre une Equation num^rique, il est utile 
de connatire les limites de ses racines. Yoici quelques regies k 
cet 6gard. 

208. P£Mi&RE REGLE. Si, dans tme iquation, de degre u, • 

a?*+Aia;"^'+A8a?"-*+ ...+A«-ia?+A«=0, 

la valeur dbsolue du plus grand coefficient nigatif est ^, etsin est 
la difference entre le degre de V equation et celui du premier terme 

negatify 1 -f- yN e5f une limite superieure des racines positives. 

En cfTet, si Ton substituc hx, un nombre /, tel que, pourcette 
valeur ct pour toule valeur plus grande, le premier membre de 
r^qualion reste constamment positif, / sera dvidcmment une 
limite superieure des racines positives. Or, pour salisfaire k 
celte condition, il suffit 6videmment de choisir {, de mani^re a 
verifier rin6galil6 



[1] a;"* - N(a;"'-''+ iP«-^-*+ .. . + x+l )>0 ; 

car nous avons supprimd, d'une part, tons les lermes positif* 
qui pouvaient cxister entre a^ ct rc*-^; et nousavons, deTautre, 
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reuiplac^, dans tous les termes suivants, chaque coefficient par 
— N. L'inf galit6 [1] ^quivaut k 

X — I 

ou k [2] x"»(a? —I) — N(a;'»-**+*— 1) > 0, 

parce qu'on pent loujours supposer a?>l. Or cette dernifere 
in6galit6 sera v^rifi^e, si Ton satisfait h celte autre, 

[3] ic"^(a? - 1) - Nir""-*+* > 0, 

que Ton obtient en diminuant le premier membre. D*ailleurs, 
en divisant par a?"*-'*+^ les deux membres de I'in6galil6 [3], 
celle-ci devient : 

OJ^'-^Ca?— 1) — N>0; 

et elie sera v6rifi6e, si Ton a : 

(ic— O'-^Co;— 1) — N>0, ou (a;— 1)~-N>0. 
II suffira done de choisir x^ de mani^re b. verifier rinegalit6 

[4] a?>l + v^N. 

G*est ce qu'il fallait d^monlrer. 

Si le premier terme n6gatif est le terme en o;"^*, on a n= 1 ; 
et la limite devient, dans ce cas, 1 +N. 

209. Deuxieme regle, donni^e par Newton. Tout nombre 1, 
qui rend positifs le premier membre (Tune equation f(x) = Qet toutes 
ses (UrivieSf est une limite superieure des racines positives. 

Eti effet, si Ton diminue de { chacune des racines de T^qua- 
lion, en posant?/ — re — /, ou a;=^-|-y, Tfequation devient: 

Or, par by pothfese, tous les coefficients /(/), f{l) , ^{l) . . . f^(l) sont 
positifs ; aucun nombre positif, substilu6 k t/, ne pent done v6- 
rifier celte Equation, qui n'a, par consequent, pas de racines 
positives. En d*autres termes, toutes les racines r^elles sont 
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negatives ; ; ct, par suite, loule valeur r6elle de x est plus pelUe 
que I. C'^st ce qu'il fallait d(5monlcer. 

Pour appliquer eetle r6gle,on range les fonclions dans Tordre 
suivant : 

conime {"^{x) est 6gal k 1.2.3...m, et est, par suite, toujours 
positif, on choisit d*abord le plus petit nombre entier qui rend 
positif /"*~*(a:). On substitue cc nombre dans f^ix); et, s'il le 
rond n^galif, on Taugniente d'une ou de plusieurs unit6s, jusqu*a 
CO que p^\x) devienne posilif. Puis^ on subslitue le nouveau 
nombre dans f^{x) ; et Ton fait en sorlc, en Taugmentant si 
cola est noccssaire, que /"*-'(a;) prennc k son tour une valeur 
positive. On continue ainsi pour toules les fonctions jusqu'^ f{x). 
' Le nombre I qui, a pros toutes ces substitutions, rend f{x) posi- 
tive, est le nombre cherchf. 

Supposons, en cffot, qu'un nombre a, obtenu par cette m6- 
tliode, rende positifs /*"'"*(^), /**"-'(rc), . . . f'^\x)y il est facile de 
voir que le niftme nombre, augments d*un nombre quelconque h 
d'unit^s, ne cessera pas de rendrci positives les m6mes fonc- 
tions. II suffit, pour le prouver, de remarquer que Ton a, en 
g6n(}ral : 

et, si /""(a), f^\a), p^\a)..., sont positifs, corame h est aussi 
positif, il en r6sulte que /*(a + /i) est n6cessairement positif. En 
faisantp=m — 1, on reconnalira d'abord que, f^^ia) Jtant 
positif, il en sera de m6me de /^"*(a + /i). Puis, en faisant 
p = m— 2, on verra que /"•""(a) et /*"*-*(a) 6tant positifs, il en 
sera de m^me de /*-"*(a -}- /i), et ainsi de suite. 

210. TROisiftME M^THODE, Ou pout cnfin, cn partagcantle pre- 
mier membre der6qu«nlion en groupes de plusieurs termes, d6- 
lerminer une limite supSrieure des racines. Soit, par example, 
r6quation : 

re* -}- 7a?* — 1 2a;' — 49a,' + 5 Ix —13 = 0. 
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Groiipons les termes de la manifere suivante : 

x\x' — 12) + Ix'ix' — 7) + 52 /a; - -W 0. 

[| est evident que le nombre 4, substiluS i a?, rendant posilif 
chaciin des gronpes, est une limite snp6rieure des racLncs. 
De infiine, les termes de r^qualion 

a* — 5a?' + 37jj2 -^ 3a7 + 39 =:= 

peuvent se grouper ainsi : 

a?^(a;2 — 5rE + 7) + 30a; /'a? — ~W 39 = 0. 

Or le trinome a?* — 5a; + 7, ayant ses racines imaginalrcs, est 
posilif, quel que soita;; d'ailleurs le second groupc cslpositif 
pour a? == 1 ; done 1 est une limite supfirieure des racines. 

On voit que I'artifice consiste i disposer les termes, de ma- 
niftre que chaquegroupe commence par un tcrmc positif, et k 
chercher le plus petit enlier qui donne le signc + i chacun de 
ces groupes. 

211. REMARQtJE. La premiere m^thode aurail donn6 1 + y/49 
ou 8 pour limite des racines de la premibre Equation, ct 1 -f 5 
ou 6 pour limite des racines de la secondc. 

Pour appliquer Ji la premiere la m6lhodcde Newton, on a: 

f{x) =x'^-\- 7a;* — 12a;' — 49a;^ + L2x— 13 
r(a?) = 5a;* + 28a;'— 36a;* — 93a; + 52 

-L l'\x) = lOa?* + 42a;* -'36a; — 49 
^ Ha;) =: 10/;*+ 28a?— 12 



1.2.3 

1 

1.2.3.4 

1 
1.2.3.4.5 



r{x)= 5a; + 7 



r{x)=l' 
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On voit que tout nombre positif rend p{x) positif; que 1 rend 
posilif /^(a?), que 2 rend positifs f\x) ct f {x)^ et qu'enfin 3, qui 
rend posilif /"(a?), est uneliraite sup6rieure. 

Pour appliquer la mfime mfithode k la seconde, on a : 

f {x) ='X' — bx^ + S7x^ — 3a; + 39 
f'{x) = 4a?' — 1 tx^ + 74a? — 3 

J- /"'(a?) = 6a?» — 1 5a? + 37 
^ r(x) ~ 4a? — 5 



1.2.3 

1 

1.2.3.4 



n^)= 1. 



On voit que 2 rend positifs r{x)y f\x), f{x), ct f{x). Done 
2 est une limite sup6rieure. 

212. LlMITE INFERIEURE DES RACINES POSITIVES. On pOSe 

a? = - dans Tiquation, et Ton cherche une liraile supSrieure / 

' 1 
des racines de la transform6e : il est Evident que r sera une li- 

mite inf6rioure dcs racines positives dc la proposfie. Gar si Ton a 

1 
t/ < /, on en conclut ^ > r* 

213. LiMiTES DES RACINES NifioATivEs. On posc a? = —-2/, et 
I'on cherche les li mites supSrieure et inf6rieure, / et f, des ra- 
cines positives de la transform6e: — I et — I' seront les limites 
inf6rieure et sup6rieure des racines negatives de la propos6e. 
Car, si Ton a : 

i>y>i'y . 

on en conclut : -^ Z < a? < — /'. 



§ II. Recherche des racines comroensurables. 
214. On pent obtenir; par des essnis r6{?uliers ct fort simples, 
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les racines commensiirables d'une Equation h coefflcients com- 
mensurables. 

Nons commencerons par montrer, que cette recherche se ra- 
m^ne h celle des racines entiferes; et, pour cela, nous 6tablirons 
le lh6or6me suivant : 

Theor4me. Une iquation de la forme 

[I] a;™-f-A,a?'^*+A2a?'*-* + ... .+Am=0, 

dont le premier terme a pour coefficient VuniUy et dont les autres 
coefficients sont entiers, ne pent avoir de racine commensurable 
fractionnaire. 

Si, en effet, - est racine de I'fiquation [1], on a : 

(f)"+A<ir+A«(fr+--+^-=°' 

d'oii Ton d6duil, en mullipliant lous les termes par 6*-% el en 
faisant passer tous ceux qui suivent le premier dans le second 
merabre : 

Si Ton suppose, ce qui 6videmment est permis, que la frac- 
tion T ait 6t6 r6duite h, sa plus simple expression, a et b sont 

premiers entre eux; la fraction -r- est, par consequent, irr^duc- 

tible, et ne peul 6lre 6gale k un nombre enlier. II est doric im- 
possible qu'elle soit 6gale au second membre, dont tous les 
termes sont enlicrs; el, par consequent, il est impossible que 

a 
r6quation [1] admette une racine de la forme ^. Les seules ra- 
cines commensurables, quVUe puisse avoir, sont done entiferes. 

21S. CoROLLAiRE. Unc Equation, h coefficients entiers, 6tant 
donnee, le lh6or(^mc pr(5c6dent permet de la transformer, de 
manifere que toutes les racines commensurables deviennent en- 
ti^res. 
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Soil, en cffct, r^qualion 

dans laquelle on pent supposer que A, A|,... Am soient des 
nombres enliers; carii est loujours facile de chasser les d6no- 
minateurs, en multipliant tous les termes par leur plus pelit 

mulliple commun. Posons 0^=^,4/ 6tant une nouvelle incon- 

nue qui, ^videmment, devra satisfaire k I'^quation : 

ou, en multipliant les deux membres par A"^, 

tr + AiV*"-* + AjAi/— * + . . . + A« A«-* = 0. 

Or cette Equation a ses coefficients entiers, et le premier terine 
y** a pour coefficient Tunit^; les valeurs commensurables dey 
sont done toutes enti^res. II est Evident, d*ailleurs, qu*elles cor- 
respondent aux Taleurs commensurables de a;; car la relation 

0;=^, prouve que, x £lant commensurable, il en est de m6me 

Ao.y. 

Si nous pouvons oblenir les racines enti&res de I'^quation en 
y, d*apr&s ce qui prdc^de, nous aurons loutes les racines com- 
mensurables de r^quation en a?. 

216. Conditions nj^cessaires et suffisantes pour qu*un nom- 

BRE EKTIER SOIT RACINE D'UNE iSqUATION A COEFFICIENTS ENTIERS. 

Nous avons yu comment la recherche des racines commensu- 
rables pent se ramencr k celle des racines enti^res. II nous 
reste done k montrer, comment on pent obtenir les racines en- 
tit^res d'une Equation k coefficients entiers. 
Soit r^quation 

[I] Aa?"' + Aid?*"-* +A,aj-2+. . .+Am=0, 

ct a une de ses racines enti&res; le premier membre doit £tre 
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divisible par {x — a). Repr^senloiis le quotient, qui est un poly- 
nome du degr6 (m— 1), par 

Pi, Pi. . . P«.i sont 6videmment des nombres enliers; car le pre- 
mier terrae du diviseur {x — a) ayant pour coefficient runil6, la 
division ne pent introduire aucun d^nominateur. 

En ^crivant que le dividende est le produit du diviseur par le 
quotient, on aura identiquement : 

=Aa?"»+ AiX*^* + A,4;"'-2 + . . . + A«.,a;+ A*. 

En effcctuant les operations indiqufies dans le premier mem- 
bre, et en ^galant les coefficients des m^mes puissances de x^ 11 
vient : 

*"■ 1 m— 1^ ^-— Am> 

1 m— 1 A »n— 2* ^~^ Am-l 

poi / ^ »» • 1 ni-S^ = A|n-J7 

/ P,-P,ot = A„ 

Tous les nombres, qui figurent dans ces formules, 6tant enliers, 
la premiere Equation prouve que « doit kite un des diviseurs de 

A«, el que le quotient -^ est 6gal k — Pm-i. 

La seconde Equation pent s'6crire : 

Pm-l^ " Am-l -— Pm-l ^ Am-1 4 "^5 

a 

elle prouve que « doit fctre un diviseur de la soniue A<«_i H — -"*, 



A«-i+~ 

et que le qaoliont — cA — Pm-i. 

La troisifeme Equation pent s'^crire : 

A. 



P«|-S« = A„.J — P„.5=Aw_5 + 



Am-i4 



ce 



• 
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Elle prouve que a doil 6tre un diviseur de la sorame 

An:-: -r — 

Am-iH » c'est-i-dire de la somme obtenue en ajou- 

Innt A»-t ail quolienl pr6c6dcnt, et que le quotient est — Pm-i. 

On pcul cpntinuer ainsi ju^qu'^ la derni^re Equation, qui 
prouvera que le dernier quotient — Pi, augments de Aj, doit 
6lre divisible par a, el donncr pour quotient — A. 

Ces conditions soht n^cessaires. J'ajoute qu'cUes sont suffi- 
santcs, pour que « soit racine; car, si elles sont remplies, on 
pourra Irouver des nombres P„-i, P«-j. . . Pi, qui rendent iden- 
tiques Ics Equations [3]; el, par suite, le premier membre de la 
propos6e sera divisible par (a? — a). 

On pent remarqucr que les op6rations, k Taide desquelles on 
s'assure qu'un nombre a est racine, font connailre les coeffi- 
cients du quotient de la division du premier membre par {x — a)» 
Ces coefficients P^-i, Pm-s, . . . sont 6gaux, en effet, aux quo- 
tients, changes de signes, des differenles divisions, dont la 
r6ussile est neccssaire pour que le nombre a ne soit pas rejet6. 

217. Recherche des racines enti^res. II r6sulte de li que, 
pour Irouver les racines enti^res d'une Equation telle que [1], 
on devra cliercher d'abord les diviseurs entiers, positifs ou 
n^galifs, du dernier terme : eux seuls pcnvent 6lre racines. On 
d6terminera ensuite la limitc sup6rieure des racines positives 
et la limite inf6rieure des racines negatives; et Ton rejeltera 
tons les diviseurs qui ne seront pas compris entre ces limites. 
Si « est un des diviseurs qui restent, pour Tessayer, on divisera 
le dernier terme A« par «, et Ton ajoutcra au quotieni le coeffi- 
cient A«-i : la somme devra 6tre divisible par a. On formera le 
quotient; on y ajoutcra A«_5 : la somme devra encore 6tre divi- 
sible par a; et en continuant ainsi, on devra trouver un quotient 
qui, ajout6 au coefficient du second terme, et divis6 par a, 
donne pour dernier quotient — A. 

218, MOYEN DE DIMINUER LE NOMBRE DES ESSAIS. Ou pCUt di- 

minuer le nombre des essais h faire par la remarque suivante. 
Si a est une racine dc T^quation 

[ 1 ] Aa"* -t- Aia?'"- ' + A^rr V + : . . A„. ^ , 
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le premier membre de cette Equation est divisible par (x — a); 
et les coefficients du quotient sont tous enliers, ainsi qu'on Ta 
expose plus haut. Si done on altribue k x une valeur enli6re 
quelconquo, la valeur num^rique du premier membre de [1] 
sera divisible par la valeur num^rique de {x — a). Or les valeurs 
les plus simples, que Ton puisse altribuer k x, sont 1 et — 1. 
Si done on nomme Q et Q^ les valeurs correspondantes du pre- 
mier membre de [1], on ne devra essayer a, que si, d'une part, 
Q est divisible par (1— a),oUjenchangeantlesigne,par («— 1); 
et que si, d'autre part, Qi est divisible par ( — 1 — a), ou, en 
changeant le signe, par (1 +«). 

219. Application de la methods pr^c^dente. Void la ma- 
ni6re la plus avantageuse de disposer les calculs : 



Ai, Aj, . . • Am— 2i ^m— li A 



m 



A [K l> l> P 

iV, » 1; • • • * m—l) ' w»-2» * m-i 



a. 



r^cris, sur une ligne horizonlale,lcs coefficients de T^qualion 
proposfie, k parlir du second, et dans une colonne, k droile, le 
diviseur k essayer «. Sur la m6me ligne- que a, et en allant de 
droile a gauche, j'^cris au-dessous de Am, A«-i . . . , les quotients, 
changes de signes^ Vm-u Pm-2 •••» calculus comme il a 6t6 dit (2 ! 6). 
Si tous ces quotients sont entiers, et si, en outre, le nombre 6crit 
sous Ai, est + A, a est racine; ct A, Pi, Ps. . . , Pm-i sont les coef- 
ficients de IViquaiion debarrass6e de la racine a. II n'y aura done 
plus alors qu'i op6rer sur cette seconde ligne comme sur la 
premiere. Si quelques-unes des divisions ne peuvent se faire,on 
passera ^ un autre diviseur. 

ExEMPLE. f (x) = a?* — 2a;' — 1 9a?' + 68a; — 60 = 0, 



2 est racine 

2 est racine 

3 est racine 
— 5 est racine 

60 admet 24 diviseurs; mais on Irouve, parlarfegle de Newton, 
que toutes les racines sont comprises entre 4 et — 6» On ne doit 
done essayer que les diviseurs de 60, plus petils que 4 et plus 
grands que —6. On commence par essayer + 1 et — 1, en les 



— 2, 


— 19. 


+ 68, 


— 60 


1. 


0, 


— 19, 


+ 30 




. i, 


2, 


— 15 






1, 


+ 5 






+ 1 
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substituant directement h la place de x : aucun d'eux n'est ra- 
cine; mais ce premier calcul nous apprend quef{l)= — 12,et 
que /( — 1) = — 144. D^s lors on ne doit, parmi les divisenrs 
positifs, essayer que ceux qui,diminu6s de 1, divisent 12, et qui, 
augment^s de 1, divisent 144; et, parmi les diviseurs n^gatifs, 
on ne doit essayer que ceux dont la valeur absolue, augment^e 
de 1, divise 12, etydiminu^ede 1, divise 144. 

Le diviseur 2 salisfaisant k ces conditions, on Tessaye : on 
trouve que 2 est racine, et que T^qualion, d6barrass6e de celle 
racine, est : 

a?*— 19a; + 30 = 0. 

Comme 2 divise 30, on Tessaye do nouveau; et Ton continue 
de la m6me mani^re, en n'op6rant que sur les diviseurs qui 
satisfont aux coadilions pr6c6dcntes, el qui, en outre, divisent 
le lerme tout connu de la derni6re 6qualion simplifi^e. 

Tout calcul fait, on trouve que T^quation propos6e a pour 
racines 2, 2, 3, —5, et que son premier membre est 6gal k 

(a? — 2)' (a?— 3) (a: + 5). 



1207. Ce qu'on nomine limitesup^ieure ou gif^rieure des racines positives 
ou negatives d^une equation. — 208, 209, 210. Diverses regies pour 
trouver une limite gup6rieure des racines. -^211. Applications. — 
212. Limite inferieure des racines positives. — 215. Limites des ra- 
cines negatives. -^ 214. Si le premier lerme d'une Equation a pour 
coefficient I'unite, et que les autres coefficients soient entiers, les ra- 
cines commensurables sonftoutes enli^res. — 21 S. Le th^or^me pre- 
cedent permel de transformer une equation, h coefficients rationnels, en 
une aiilre dont les racines soient enti^res. — 216. Conditions ndces- 
Faires et suffisantes, pour qu'un nombre entier soil racine d'une Equa- 
tion a coefficients entiers. — 217. Recherche des racines emigres. — 

218. Theoreme qui permet de diminuer le nombre des essais. — 

219. Application de la m^lhode ^ un exemple. 
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EXERCIGLS. 

I. Rechercher les racines commensurables des equations : 

«'--5x«— 78a;^+ 499a;'+ \12x^ — 4269af2+ 1 156a? + 11320=0, 

a;*— a?3-13a;^f 16a?— 48=0, 

15a?*- 19a?< + 6a?»+ 15a?^— 19a?+ 6 = 0, 

a?*—13t<+67a;s—171a?2 + 216a?- 108 = 0. 

II. Chercher les racines commensurables d'une 6quation . sans les ramener 

prealablement k fttre entiferes. Montrer, qu'en designant par rune telle racine 

reduite a sa plus simple expression, a doit fitre diviseur du dernier lerme, et h 
diviseur du coefficient du premier terme. Chercher par quels essais, analogues a 

ceux qui ont 6te indiqu6s pour les racines entieres, on p3ut verifier que r est 

racine. 

III. Chercher si r^quation 

a^—{a -h b + ab)x'- + ah{a + 6 + l)a?— aZ;-— a'D = 
admet des racines eiprimees rationnellemeut en a et &. 

IV. Si une Equation du troisieme degre n'admet pas de racines commensu- 
rables^ elle n*admet pas de racines multiples. 

V. Le th6or5me precedent s*applique k une Equation du cinquieme degr6, et 
DB s'applique pas k une Equation du quatrieme. 



CniPITRE V. 



TUEOREHE BE 8TUIV1I. 



220. Le th^or^me k la demonstration duquel est consacr^ ce 
chapilre donne le moycn d'oblcnir exaclcment, et sans aucun 
tdtonnement, le nombrc des racines r6elles d'une equation com- 
prises entre deux limites donnil^es quelconques. 

Soit 

(1) Aa'" + A,a;'"-* + A,a?'"-^+ + A„.ja?+ A«. = 0. 

Une equation num^rique de degri quelcDnque n*ayant pas 
de racines multiples, on commencera par execuler le calcul 
qui sert k trouver si elle a des racines egales, en operant de la 
manifere que nous allons indiquer. En designant par V le pre- 
mier membre de Tequation (1) et par V sa d6rivee, on divisera 
V par V, et quand on aura obtenu un restc de degr6 inferleur 
k V', on changcra les signes de tous les termes. Soit Vi le reste 
ainsi chang6 de signe : on divisera V par Vj, et en changeant le 
signc de rcsle on obtiendra un polynome Vj.de degre moindre 
que Vi; la division de Vi par Vs donnera de mfime un reste qui, 
change de signe, sera designt; par V4, et Ton conlinuera cctte 
op6ralion aulant de fois qu'elle sera possible, en oblcnanl una 
s6rie de polynomes de degr6s d6croissants, li6s les uns aux 
aulres, d'apres la delinition de la division, par des relations 
de la forme 

V = V, Q, — V,. 

(2) V. = V3 Qs - V4, 



Le dernier reste Vr sera num6rique ; car, d'une part, aucun des 
polynomes V, V2, Vj... ne pent 6videmment diviscr le precedent 
sans diviscr tous ceux qui le pr6c6denl, et par suite V et V, qui 
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par hypothfese u'ont pas de tacleur commun; et, d'autre part, 
si V^ n'est pas numerique, on peut diviser Vr-i par Vr et obtenir 
un reste de plus, ¥,.44. 

Cela pos6, la consideration des fonclions V, V, Vt...Vr four- 
nit le moyen de savoir combien TSquation V= admet de ra- 
cines r^elles comprises entre deux nombres a et P; p 6tant plus 
grand que a, voici la regie qui fait connatire le nombre de 
racines : 

On substituera a la place de x le nombre a dans les fonclions V, 
V, Vi... Vr-i, Vr, puis on ecrira par ordre^ sur une mime ligne^ 
les signes des resuUats^ et Von comptera le nombre de variations 
qui se trouvent dans, cette suite de signes. On dcrira de mime la suite 
des signes que prennent ces mimes fonctions quand on y remplace 
X par le nombre p, et I' on compteraHe nombre des variations de cette 
seconde suite. Autaiit elle aura de variations de moins que la pre- 
miere, autant Inequation V= aura de racines reelles comprises 
entre aet p. Si la seconda suite a autant de variations que la pre- 
miere, V equation V = n admet aucune racine comprise entre a et 
p ; la seconde suite ne pourra^ dans auoun caSy admettre plus de 
variations que la premiere. 

221. Pour d6montrer ce tWorfeme, il faut examiner com- 
ment Ic nombre des variations formees par les signes des fonc- 
lions V, V, Vi,..,Vr, pour une valeur quelconque de a?, peut 
s'ail6rer lorsque x passe d'une manifere continue de la valeur 
a Ma valeur plus jLirande p. 

Quels que soicnt les signes de ces fonctions pour une valeur 
de X detcrmince, lorsque x crott par degr^s insensibles au delk 
de cctle valeur, il ne peut arriver de changement dans cette 
suite de signes qu'autantque I' une des fonctions V, V...Vr change 
de signe, et par consequent devient nuUe. II y a deux cas k 
o^aminer, selon que la fonction qui s'evanouit est la premiere 
V, ou Tune des autres fonctions V, Vi, ... Vr-i interm6diaires 
entre V et Vr. La derniere Vriie peut changer de signe, puisque 
c'est un nombre positif ou n^gatif. 

' Voyons, premiferement, quelle alteration 6prouve la suite des 
signes, lorsque a?, en croissant d'une maniere continue, atteinl 
et d6oasse une valeur qui annule la premiere fonction V. 
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D6signons cetle valour par a; la fonction V'(16riv6e de V ne 
peul pas 6lre nulle en m6me temps que V, puisque par hypo- 
thfese r6qualion V = n'a pas de racines 6gales ; cousid6rons 
des valeurs de x Ires-peu diffdrenles de a : si en d^signant par 
h une quantity positive aussi petite qu on le voudra, on fait, 
tour h lour, x-=a — h et x=a'{-h, la fonction V aura, 
pour CCS deux valeurs, Ic m6me signe que pour a? = a, car on 
pent prendre h assez pelit pour qu'elle ne s'6vanouisse pas, ef, 
par suite, ne change pas de signe tandis que a?crolt de la yaleur 
a — /i ^ la valeur a'{'h; cela pos6, d^signons V par F(x), 
ou a 

P(a + /0 = P(a) + /iF(a)+ j^F'(a)+... 

oil, en observant que F(a) est nul et que F'(a) ne Test pas, 
F{a + h) = h{r{a)+^'h + I^ /i« + ... 

On voit, d'apres celte formule, que pour des valors trfes- 
pclites de h, ¥{a + ^) a le m6me signe que F(a), et, par suite, 
que P'(a + h) ; il n'y a done pas, pour x==a + h^de varialions 
entre V et y\ 

On trouvera de m6me 

et ¥{a'—h) est, par consequent, de signe contraire k F'(a), par 
suite k F(a — h), en sorte que pour x= a — h, il ^ a une va- 
riation entre V et V. 

Les signes des fonctions V et V formaient done, dans la 
suite, une variation avant la valeur pour laquelle V est nulle, et 
cetle variation s'est chang^e en permanence lorsque x a franchi 
cette valeur. 

Quant aux aulres fonclions V, Vi ... V,., chacune aura pour 
0? = a -\-.h le ra6me signe que pour a;= a — /i, si toulefois au- 
cune ne s'6vanouit pour x:=acn m^.me temps que V. 
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La su!(e de^ signes des fonclions V, A^4,...Vr pcrd done \ine 
variation lorsque x, en croissant, d6passe une valeur a qui an- 
niile V sans annuler auciine des autres fonclions V, Vi, ...Vr. 
II faut examiner ce qui arrive lorsque Tune de cos fonctions 
s'6vanouit, soil pour une valeur de x 6gale a une racine de 
V= 0, soil pour toule autre valeur de cette variable. 

222. Soit Vn une fonction intermSdiaire entre 'V et Vr, qui 
s'annule pour x = b (V», bien entendu, peut designer la fonc- 
tion V aussi bien que les autres), cette valeur 6 de a? ne peut 
r6duire h z6r-0 ni la fonction V»^.l f|ui suit Vn, ni la fonction 
V„-i qui le pr6c6de. (Si Vn d^signait V, Vn-i dfeignerait V.) 
On a, en eflfet, entre les trois fonctions cons^cutives , Vn-i» V», 
V»+i, une relation de la forme 



(3) Vn^=VnOn~V 



n+l> 



et si deux fonctions cons6cutives V^-d V» 6taient nuUes pour la 
m6me valeur de a?, cette Equation prouve que V^+i le iserait 
aussi ; et comme on a 

Vn = Vn+! Un+i "~" ^ n+ff 

il en serait de mfime de Vn+s, puis de Vn+»..., et Ton prouverait 
enfin que Vr est nul pour cette raSme valeur de x ; or, cela est 
impossible puisqu'il est 6gai k une constante. 

Cela pos6, substituons a x deux nombres 6 — /i et 6 + A, tr^s- 
peii diff^rents de 5, les deux fonctions Vn-i et Vn+i auront, pour 
ces deux valeurs de a?, les m6mes signes que pour x = b, puis- 
qu'on peut prendre h assez petit pour que Vn-i et Vn+i ne chan- 
gent pas de signes dans Tintervalle ; mais Vn 6tant nul par hy- 
pothfese pour a;=&, Tfiquation (3) prouve que Vn-i et V„+i sont de 
signes contraires, et, par suite, quels que soient les signes dc V„ 
pour x=:b — A et pour a? = 6 + '^^ '^s trois fonctions 



Vn-!> 



n> » «+l 



pr6senteront toujours une permanence et une variation, Vn 
ayant n6cessairement le m^me signe que Tun des deux qui le 
comprennent et un signe different de I'autre. 

Alg- sp. B. '^ 



210 LIVRE III. 

II n'y a done, lorsqiie a?, franchissant la valour 6, passe dc b—h 
kb+ hf aucun changement dans le nombre total dcs variations 
de la suite. 

II est done prouv6 que chaque fois que la variable a?, en crois- 
sant d'une manifere continue, atleint et d^passeune valour qui 
rend V 6gal k z6ro; la suite des signes des fonclions V, V, Vi, 
Vr perd une variation form^e sur sa gauche par Ics signes de 
V el de V, laquelle est remplac6e par une permanence*; tandis 
que les changements de signes des fonclions interm6diaires \', 
Vf... Vfwi ne peuvent jamais augmenter ni diminuer le nombre 
total des variations. En consequence, si Ton prend un nombre 
quelconque a, positif ou n^gatif, et un autre nombre quelcon- 
que Pf plus grand que «, et si I'on fait croltre x Ae a hp^ autant 
il y aura de valours de x comprises entre a el p qui rendent V 
6gal k z6ro, autant la suite des fonclions V, V ... Vr pour x= p 
pr^sentera de variations de signes de moins que poura? = a. 
G'est le th^or^me qu'il fallait d6monlrer. 

225. Dans les divisions successives qui servent k former les 
fonctions Vj, Vs—Vr, .on pout, avant de prendre un polynome 
pour dividonde ou pour diviseur, le multiplier ou le divisor par 
tol nombre positif qu'onvoudra. Les fonctions Vj,Vj,...Vr, qu'on 
obtiendra en operant ainsi, ne diffdreront que par des factours 
numfiriquos positifs de cellos que nous avons eonsid6r6es, et 
qui figuront dans les Equations (2); de sorte qu'elles auront res- 
pectivement les m6mes signes que coUes-ci pour chaque valeur 
dex. 

Cette remarque permet de fairo on sorte que les coefficients 
des divers polynomes soient ontiers, pourvu que ceux de 1*6- 
quation V= le soient oux-m6mes. Mais il faut bien prendre 
garde que les factours num6riques que Ton introduit ou qu'on 
supprime soient tous positifs. 

224. Si Tune des fonclions V, Vs-.-Vr-i so trouve nulle pour 
Tunc des limites a? = «, a? = p, il suffit de compter les variations 
en omettant la fonction qui est nulle. Cola r6sulte dela demons- 
tration qui a 6t6 donn^o (222) dans le cas oii Tune des fonclions 
•inlerm6diaires s*6vanouit. Lorsque la fonction V* s'annule en 
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elTel pour a?=a, on a vu que pour a7=a — h, V„_i, Vn et V«+i 
forment une variation, et une seule. Or celte variation subsis- 
tera lorsqu'en omettant la fonction V», on consid6rera Vn-i el 
\n+i qui sont do signes contraires, comme formant deux fonc- 
lions cons6culives. 

Si V se trouve nul pour a?=a, on en conclut que a est racine 
de r^qualion propos6e, et la rfegle s'appliquera k la recherche 
de norabre de racines comprises entre a -j- /i et p. a + /i four- 
nira entre V et V (221) une permanence, et donnera aux autres 
fonctions le m6me signe que la valeur a. 

228, Lorsque Ton pourra reconnattre que Tune des fonctions 
V», interm^diaire entre V et Vr, conserve constamment le 
mfime signe, pour les valeurs de x comprises entre a et p, il ne 
sera pas n6cessaire de consid6rer les fonctions qui suivent V,», 
la demonstration pourra se faire sans aucun changement, en 
r6duisan( la suite k V, V, V,...Vn. 

226. Si Ton prend Tun des nombres a et p tres-grand et ne- 
gatif, et I'autre trfes-grand ct posilif*, en faisanta= — oo, p=~j-oo, 
le th(3oreme de Sturm fera connailre le nombre total des racines 
reclles.^ Pour que toutes les racines soient r^elles, il faut et il 
suffit que leur nombre soit 6gal au degre m de T^quation V=0. 
Mais le nombre des fonctions V, V, Vs...Vr est, tout au plus, 
m+ 1» et, par consequent, le nombre des variations, au plus 
6gal a w, ne pent atteindre cette limite que si la suite est com- 
p/e^e, c'est-cL-dire si les degr6s successifs vont en diminuant pr6- 
cisement d'une unite dc chaque fonction a la suivante. II faut 
de plus, pour que toutes les racines soient r^elles, que la sub- 
stitution de — 00 i la place de x ne donne que des variations, et 
celle de + 00 que des permanences. Les degr^s des fonctions 
6tant alternativement pairs et impairs, on voit ais6meni que les 
deux conditions exigent rune et Tautre que les coefficients des 
premiers termes soient tons de mfime signe, et que cela est 
suffisant. 

227. Gonsiddrons Tequation 

a;* — 2 a; — 5 = 0, 
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on a 

V = 3x^ — 2. 

• 

Pour former V„ il faut divlser V par V; raais afin d'6viler les 
coefficients fraclionnaires, mulliplions d'abord V par 3, on ob- 
lienl ainsi le reste — 4 a? — 15, et Ton a 

V, = 4a?+15. 

on divlse ensuite V par V| aprfes avoir raultipii6 V' par 4, ainsi 
que le reste du premier degr6; ie reste obtenu est + 643; on a 
done 

V, = — 643. 

Si Ton fait dans les fonctions V,V',Vj,V8, x= — oo,la suite des 
signes est — | — , elle presente deux variations; pour a?=-}- <»> 

les signes sont + + H , il y a une ^lariation seulement et 

r<iquation propos^e admet par consequent une seule racine 
r6elle. 

228. Cherchons, comme seconde application, la condition 
pour que Tciquation 

a^+px + q:=0 

ait les trois racines r^elles. 
On a 

Y z=af^^px + q, 
V'=3a?* + 2), 

on obtient Vi et Vj par les divisions successives. Pour fiviter les 
fractions , on a soin de multiplier le dividende par 3 dans la 
premiere division, et dans la seconde, par 4p*, qui est positif, 
on trouve 

V,= — 2pd;-37, 
V8= — 4/)» - 27(/». 
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Lorsque x passe de — oo i + oo , la suite V, V, Vj, V, doit 
perdre Irois varialions ; il faut done qu'elle en pr6seiite trois pour 
x = — 00, et n'eri ait plus aucune pour a? = + oo, C'esl-i-dire 
que les coeflicienls des premiers tcrines 

1, 3, — 2p, — 4]}»— 27^* 

soient tous de meme signe. On doit done avoir 

p < 0, 

qui sont bien les conditions obtenues par d*autres mdthodes. 

RESUME. 

220. £nonc6 du th^or^me de Sturm. — 221. La suite des fonctions 
d^finies dans Tdnonce perd una variation lorsque x, en croissant, 
franchit une racine de Tequation propos6e. — 222. Aucun change- 
ment ne se produit dans le nombre total des variations, lorsque x 
franchit une racine de Tune des fonctions auxiliaires. — 225. II est 
permis, dans les operations, d'introduire ou de supprimer des fac- 
teurs num^riques positifs. — 224. Cas ou Tune des limites est racine 
de la propos^e. — 225. Gas ou Ton pent reduire le nombre des fonc- 
tions. — 226. Conditions pour que toutes les racines d'une Equation 
soient r^elles. —227, 228. Applications du th^or^me. 
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DES DIFFERENCES. 



CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS SUR LA. TDEORIE DES DIFFERENCES. 

§ I. Differences des divers ordres. 

229. DEFINITION DES DIFFERENCES. Si Ton consid^rc une suite 
de nombres qui se succ^dent suivant une loi quelconque, les 
differences, obtenues en relranchant chacun d'eux de celui qui 
le suit, forment une nouvelle suite, dont les termes se nomment 
les differences des termes de la premiere. 

Ainsi, la suite proposee 6tant representee par 

[1] 2/0, ViyVi^yi, ... 2/n-i, 2/«; 

la suite des ditTerences sera 

[2] l/l — yo, 1/2 — !/l, l/» — 2/s, ... Vn—Vn-U 

(l/i— l/o) est la difference de y^; (yt — yX la difference de i/i; 
(l/« — l/«-i)> 1^ difference de i/n-i* Pour former la difference de 
i/n, il faudrait connailre un terme de plus dans la suite [1]. 

Pour designer les differences, on se sert souvent du signc A. 

Ainsi, Ayk d6signe la difference (t/i+i — i/t). D'apr^s cette nota- 
tion, les termes de la suite 

2/o> Vl, !/2> ..• !/n, 

auront pour differences 

A]/o, A?/,, A?/8, ... Ay„_4. 

250. DEFINITION DES DIFB'ERENCES SECONDES. UuC SUltC qUCl- 

conquc de nombres etant donnec, leurs differences forment 
une nouvelle suite, ayant un terme de moins que la premiere. 
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L'on peut op6rer sur celte suite, comme sur ccUe qui lui a 
donn^ naissance, et former les differences des diffferences, 
que Ton nomme des differences secondes. On les d6signe par ie 
signe A*. 
Ainsi, etant donn6e la suite 

!/o, 2/1, Va, ... Vnf 

les differences premieres seront designees par 

A1/0, A1/4, Ai/„ . . . ^y^u 
et les differences secondes 

Ai/, — Ai/o, Ayj — Ay, , . . . Ai/^-i —Ay.-,, 

le seront par 

A*i/o, A*i/i, . . . A'yn-«. 

Cette nouvelle serie a evidemment un terme de moins que la 
prec6dente, et, par suite, deux termes de moins que la propos6e. 

251. DEFINITION DES DIFFERENCES d'ORDRE QUELCONQUE. Si 

Ton opfere sur la suite des differences secondes, comme on Ta . 
fait sur la suite proposee, on formera les differences des diffe- 
retices secondes, que Ton nomme des differences troisiemesy et 
que Ton designe par le signe A'. 
Ainsi, les differences 

A«t/i — A»?/o, A'2/2 — A*!/, , ... A'y^^ — A«yn-i 

se designent par A«j/o, A'yt. . . . A»y«.,. 

On couQoit que Ton peut continuer ainsi indefiniment, et for- 
mer les differences quatri^mes, cinquiemes, etc., qui se desi- 
gneront par les signes A*, A* . . . ; le nombre de ces differences 
n'etant limiie que par cclui des termes de la suite proposee. 
Ainsi, deux termes ne donnent lieu qu'^ une difference pre- 
miere, et il n*y a pas lieu deconsiderer leur difference seconde. 
Trois termes donnent lieu k deux differences premieres et k une 
difference seconde; il n'y a pas lieu de considerer leur diffe- 
rence troisieme. En general, m termes donnent lieu i (m — 1) 
differences premieres, k (m — 2) differences secondes, ... k 
une difference (m — !)•"•; il n'y a pas lieu de consid6rer leur 
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difference m"*. Si una suite est iliimit^e, on pent eonsid6rer des 
differences d'un ordre illimil6. 

232. Usage des differences pour la formation des carr^s. 
Nous commencerons par monlrer, par deux exemples simples, 
de quelle utility pent ^tre la consideration des differences. 

Gonsid6rons la suite des carr^s des nombres naturels : 

[1] 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100...; 

les differences premieres sont : 

[2] 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19...; 

et les differences secondes, 

[3] 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2..., 

sont toutes egales entre elles. La demonstration est tellement 
simple, que nous croyons pouvoir nous dispenser de la donner 
ici. 

D'aprfes cette remarque, si Ton voulait former la (able des 
carres des nombres naturels, on commencerait par 6crire la 
suite [2], 

[2] 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19..., 

puis le premier terme de la suite des carres, qui est 1 ; et il est 
evident que chaque carre s'obliendrait du precedent, en ajou- 
tant le terme correspondant de cette suite [2]. 
Ainsi, on dirait 3 el 1, 4; 4 et 5, 9; 9 et 7, 16, etc. 

235. Usage des differences pour la formation des cubes. 
Considerons la suite des cubes : 

[I] 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 723,...; 
les differences premieres sont : 

[2] 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217,...; 
les dilierences secondes sont : 

[3] 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48,...; 
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et les dlfffirences Iroisifemes, 

[4- 6, 6, 6, 6, 6, 6, 

sont conslariles et 6galcs i 6. Celle loi est g6n6rale. En efifet, 
qualre cubes cons(5cutlfs sont : 

a*, (a + l)»,(a+2)»,(a+3)»; 
ies differences premieres sont : 

3a«+3a+l, 3(a-f l)* + 3(a+l) + l, 3(a+2)2+3(a+2) + l; 
Ics difr^rences secondes sont : 

3[(a+l)«-a^] + 3, 3[(a + 2)«-(a + l)^] + 3, 

c'cst-5i-dire, en r6duisant, 

6a+6, 6(a+l) + 6; 

el la difference dc ces deux expressions, c'est-i-dire, la diffe- 
rence lroisi6rne, est 6videmment 6. 

D'aprfes cela, pour former un tableau des cubes, on fornnerait 
successivement les suites [4] [3] [2] [1], chacune permetlant 
d'obtenir la suivanle par de simples additions. Ainsi, ayant 6crit 
la suite [3] sur une ligiie vcrlicale, on obliendra la suite [2] en 
6crivant son premier terme 7, et en remarquant que chacun des 
aulres se forme du precedent par Taddition du terme correspou- 
dant de la suite [3]. 



12 


7 








18 


19 


— ■ 


12 + 


7 


24 


37 


= 


18 + 


19 


30 


61 


= 


24 + 


37 


36 


91 


— 


30 + 


61 


42 


127 


— 


36 + 


91 


48 


169 


= 


42 + 


127 


54 


217 




48 + 


i69 


60 


271 


— 


54 + 


217 


66 


331 


— 


60 + 


271 


72 


397 




66 + 


331 


78 


469 


= 


72 — 


397 
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Ayaiit ainsi form^ la suite [2], c*«st-Ji-dire les difKrences pre- 
mieres des cubes, chaque cube pourra se d^duire du pr£c6dent» 
en lui ajoutant la difference correspondante, en sorte quMIs se 
deduiront tous du premier 1, par de simples additions. 

Ainsi, ayant 6crit, sur une ligne verticale, les differences pre- 
mieres obtenues plus haut, onformera la seriedes cubes, comme 
rindique le tableau suivant : 



7 


I 


19 


8= 7+ 1 


37 


27=19+ 8 


61 


64=1 37+ 27 


91 


125=61+ 64 


127 


216 = 91 + 125 


etc. 


etc- 



Le tableau suivant resume les resultats que nous venons 
d*obtenir. 



CUBES. 



1 

8 

27 

64 

125 

216 

343 

512 

729 



DIFFERENCES 



7 

19 

37 

61 

91 

127 

169 

217 



DIFFERENCES 


DIFFERENCES 


2 me*. 


3"«'. 


12 


6 


18 


6 


24 


6 


£0 


6 


36 


6 


42 


6 


48 




■ 


' 



Pour former ce tableau, on ecrit d'abord, dans la premiere 
colonne de gauche, trois cubes consecutifs, 1, 8, 27; on encon- 
clul les deux differences premieres, 7 et 19, que Ton 6crit dans 
la seconde colonne, et la difference seconde 12, que Ton ecrit 
dans la troisieme. Puis, apres avoir ecrit plusieurs fois, dans la 
quatrieme colonne, la difference troisieme qui est toujours 6, on 
ajoute cette difference h celie qui est h sa gauche, en disant; 
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6 et 12... .8; 6 ct 18... 24; 6 ei 24... 30, etc.; on forme ainsi la 
(roisi^me colonne. On forme de m^me la seconde colonne k 
Taide de celleci, en disant : 18 et 19... 37; 24 et 37... 61; 30 
et 61... 91, etc. Enfln la seconde colonne, ainsi coustruite, sert 
k former la premiere; on dit : 19 et 37... 64; 61 et 64... 125 ; 91 
et J 25... 216, el ainsi de suite. 

On voit qu'i^n nomhre quelconque du tableau est igal au nombre 
plod aU'dessus de lui dans la mime colonne j augmente decelui qui 
est a la droite de ce dernier dans la colonne suivante. 

% II. Formules des differences. 

234. Expression ee A^'n^ en fonctiom de U|, u^, Us,... Up. 
Lorsque (n+ 1) quanlil6s 

Wo, t/i, Ui,. . l*n, 

sont donn6es, il n'y a aucune difficullS k former, d'aprfes ce qui 
pr6c6dc, leurs differences successivcs jusqu'ci la n"* inclusive- 
menl; nous nc nous bornerons pas cependant aux indications 
qui permcUent (reflecluer ces calculs, el nous donnerons la for- 
mule qui en exprime le r^sultat g6n6ral. 
On a, d'aprfes les definitions : 

Sans allcr plus loin, on pent pr6voir la loi suivante : la diffe- 
rence derang p se forme en mullipliant Up, Up^u*. Uo par les coef- 
ficients du ddveloppcment de (x — a)**. 

Pour monlrer que celtc loi est gdn^rale, nous allons fairc 
voir, qu'en radmeltanl coiniiie vraie pour une difference d'un 
ocitain ordre, elle est vrale, par cela meme, pour la difference 
d'ordre immediatement superieure. 

Soil done : 
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Celte formule, donnanlla difference p™« du premier termed'uno 
suite quelconquc en fonclion des (p+1) premiers termes, nous 
pouvons Tappliquer au calcul de A^ui, en consid6rant ih. comma 
premier terme de la suite 

cela revient fevidemment k remplacer, dans la formule [1], i/« 
par t*i, Wi par w*,..., c*est-Ji-dire h augmenter tons les indices 
d'une unil6. On aura, par suite, en vertu de la mime formule : 

ou, en retranchant r6galit6 [I] de T^galit^ [2] ; 

""V rx3 ^ 1.2 ; ^'-2 +•••-• 

Or (46) la somme de deux coefficients successifs du d^veloppe- 
ment d'un binome forme un coefficient du ddveloppement de la 
puissance imm^diatemeut sup^rieure; on pent done 6crire : 

^'^'v,^u,,, -(p+ i)u,+ i^±fS u^, 

c*est pr^cisement ce qu'il fallait d^raontrer. 

238. Expression de u^ en fonction de Mo et de ses p diffe- 
rences succESsivES. R^ciproquement, si Ton donne t/o et ses n 
differences successives Awq, A^Vq,... A^Uo, on peutcalculer es 
termes successifs U|, Uj^m- ^nl nous donnerons aussi la formule 
gen^rale, h laquelie conduit ce calcul. 
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On a, par definition : 

u,=Mj-J-Ar/j=u«+2 Ai^-f- A'l^o + ^^i + A*Vi> 

=t/e + 2 Aue + A^ i/o+ (Ai/o+A^i/,) +(A2w,-|-A^(<,}, 

et Ton apergoit imm^diatement la loi suivante. 

Le terme Up, de rang (p + 1), se forme, en multipliant u^et les 
differences sv^ccessives, Auo, A^w„ A'Uq... Apuo, par les coefficients 
du developpement de {x-}- a)p. 

Pour d6montrer que celle loi est g6n6rale, nous prouverons 
encore, qu'en radmellant comme vraie pour un terme de cer- 
tain ordre, elle est vraie, par cela mSme, pour un terme imm6- 
diatement suivant. 

Supposons done que Ton ait prouvfi la formule : 

CeKc formule dotme le (p+1)"** terme d'une suite quelconquc 
w«, Wi, Wj,.- ^py ^^ fonction du premier el de ses p differences 
successives ; si done nous appliquons la mime formule k la s6rie 

Ai/j, Aif,, A1/2... Aw^, 

* 

elle nous donnera le (p + l)*"* terme Aw^ en fonction du pre- 
mier A Wo et de ses p differences successives qui sont 6videm- 
ment A^w^, A't/o-.. A'^'t/o ; on aura done : 
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formule qui so d6duit de [1] en augmentant d'unc unit6 les in- 
dices des A, En ajoutant les formules [I] et [2], il vient : 

w^+i = «,»+ ^ifp = u, + (p + 1) Awo 



et, comme (46) la somme de deux coefficients consScutifs de la 
puissance p d'un binome est un coefficient de la puissance (p+1), 
cette 6galil6 peut s'6crire : 

t*,.i=--t^o+(P + l)Auo + ^.^±i^'A^^, 
ce qui est pr6cis6ment le r6sul(at qu'il fallait oblenir. 



% III. Differences des polynomes. 

236. Nous avons reconnu (5^32), que la suite des carr6s des 
nombres naturels a ses differences secondes, et la suite des 
cubes ses differences troisi6mes ^gales h une constante. Cette 
proposition s'6tend aux differences quatrifemes de la suite des 
quatri^mes puissances, aux differences cinquiemes de la suite 
des cinquiemes puissances, etc. Mais, sans nous arr^ler k ces 
propositions, nous derpontrerons le theor^me suivant, dont elles 
sent evidemment des cas particuliers. 

Th£or£me. Si dans unpolynome en x, de degri ra^ on substitue 
a X iine suite de nombres en progression arithmetiquey les differences 
m">» des risulUUs obtenus sont constanles. 

m 
I 

Soit, en effet, le polynome : 

[1] y=P(a?)=Aa?**»+A,a;"»-*+A,a?"-* + .,.+A«-ia?+ A*. 
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Supposons que Ton substitue h x les yaleurs successivcs 

^•» ^• + '*> a?|-f2A,..., a?| + !»&•.•; 

disignons par y«, y,, t/,,.... y^..., 

les valeurs cOrrespondantes de y. Toutes ces valenrs sont (vi- 
demment des polynomes, de degri m, en x^^ dont les coeffi- 
cients dependent de A : car on a : 

V{x, + pli)=:F{ph + Xo)=F(ph) + F{ph)x. 

' 1.^2 • ' ' 1.2...m " 

De plus, il est clair que, pour passer de Tune de ces valeurs 
k la suivante, il suffit d*y changer Xo en (xo + h). On a, en effet, 
en consid^rant deux valeurs cons6cutives de y, y^ et y^^i : 

y,= ¥{x. + p/i), y,.t = F[a^+(p + l)/0; 

etilesl 6videnlquc {iro+(P+l)A} peutse d6duirede (x^+ph)^ 
en y changeant a% en (a?i 4-^)- 

Gela pos6, les differences premieres Ayo, Ay^, Ay^... sont des 
polynomes du degr6 (m — 1) en a?o> dont les coefficients depen- 
dent de h. On a, en effet : 

^U^ = yi-y, = F{xo + h)^¥{xo)=riXo)h + F'\x,)^^ + .... 

Or on salt que P'(a?o) est un polynome de dcgr6 (m— 1), 
^(iPe) un polynome de dcgr6 (m — 2), et(J.; la proposition est 
done demontr^e pour Ayo. II en r^sulte qu'elle est vraie pour 
les differences suivantes, Ayi, Ay,,..,; car chacune d'elles se d6- 
duil de la pr6c6dente, en changeant x^ en (a?«4-fc); ce qui ne 
change pas son degre, par rapport k x^. 

La serie 

[2] A?/o, Ai/i,..., A?/n..., 

pourrait done s'obtenir, en substituant successivement k x^ dans 
un certain polynome, de degre (m — 1), les valeurs Xi,x^'\-h.,.» 
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Si done nous appliquons k cette suite ce qui a 6i& dit de la 
suite, 

d^duite de la inline mani^re d*un polynome de degr^ m, nous 
verrons que les differences des termes de la s^rie [2], c'est- 
i-dire 

[3] A^I/o, A*t/„..., AV„, 

sont des polynomes, de degrS (m — 2), en rcb, et que chacun se 
d6duit du pr6c6dent, en y changeant x^ en {x^ + h)\ en sorte 
qu'ils peuvent tons se d6duire d'un m6me polynome, en y chan- 
geant X en a?«, x^ + ^> a?o+ 2/^,.«' 

Si nous appliquons k la suite des differences secondes le 
theorfeme dont nous avons d6j^ deux fois fait usage, nous ver- 
rons que les differences des termes de la s^rie [3], c'est-&-dire 

sont des polynomes, de degre (m — 3), en x^. 

Et, en continuant de la mfime mani^re, nous verrons que les 
differences quatriemes sont des polynomes de degre (m — 4), les 
differences cinquiemes, de degr6 (w — 5),... et enfin les diffe- 
rences tn^S de degre 0, c'est-Ji-dire independantes de a?6; ce 
qui prouve le theorerae enonce. Car, pour obtenir chacune de 
ces differences, on doit changer, dans la precedente, Xo en 
{x^-\-h); et elles sont, par consequent, constantes, quand elles 
ne contiennent pas a?,. 

237. Remarques. En revenant sur les details de la demon- 
stration precedente, on pent faire plusieurs remarques utiles. 

Remarque 1. On a trouve la formule : 

[1] A?/o--=yi— yo=F(a;o + /i)— F(a:o) 

On voit que Taccroissement h est facteur dans le second mem- 
bre ; et qu'il le sera encore, si Ton remplace x par {a?o + ^), 
(X| + 2/i), pour former les differences Ayi, Ay^*—; en sorle 

Alg. sp. B. 15 
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que toutes les difli§rences premieres contiennent en facteur Fac- 
croissement h. 



Remarque II. II est Evident que, si le polynome propose ¥(x) 
renfermait h en facteur, ce facteur se retrouverait dans les d6- 
riv6es successives F'(a?), V^{Xi).,. P*'(a?i); et, par suite, tons les 
termes de la difference contiendraient, non plus seulemeut hy 
mais h* en facteur. II r^sulte de Ih que, la difference premiere 
etant un polynome qui contient h en facteur, la difference se- 
eonde contiendra h^ en facteur it tons les termes. La formule [1] 
prouve, en general, que, si un polynome V{x) contient en fac- 
teur une puissance h^ de A, sa difference contiendra k tons les 
termes le facteur W^* ; et il en r6sulte de IJi, que les differences 
des differences secondes, c'est-&-dire les difference troisiemes, 
contiendront le facteur h\ que les differences quatriemes con- 
tiendront le facteur AS et ainsi de suite. 

On voit que, si Taccroissemenf h decrott de plus en plus, les 
difference decroltront suivant une loi d'autant plus rapide que 
leur ordre sera plus eieve, 

Remarque III. L'expression generale de Ay,, 

est, comme nous Tavons dit, un polynome, de degr6 (m— IJ, 
que Ton peut ordonner suivant les puissances de a?«. Si Arr"* re- 
presente le premier terme de F (a?), il est facile de voir que le 
premier terme de At/, sera le premier terme de F' (x^) A, c*est- 
krdirey mkx^^hi et que, par suite, At/,, At/i, Ay^..., s'obtiendront 
en substituant it w les valeurs a?,, (iCo + h), (a?, + 2A)... dans un 
polynome dont le premier terme est mhAaf^\ En appliquant 
k ce polynome le r6sullat trouv6 pour F (a?), on verra que les dif- 
ferences premieres de ce polynome, c'est-i-dire les differences 
secondes de F (a?), peuvent s'obtenir en substituant k x les va- 
leurs op,, (iP, + A)..., dans un polynome dontle premier terme 
est m{m — l)AA*a?**-*. On verra de mfime, que le premier 
terme du polynome, qui donnerait les differences troisiemesi 
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est m (m — 1) (m — 2) A/i*a?*-». Enfin la difference m"»% qui se 
r^duit k un seul terme, puisqu'elle est indSpendante de x^^ est : 

m{m—l) (7n — 2) (/n — 3)...2A/i"'. 

Les polynomes en Xy dont il est question ici, se nomment les 
diffferences premlftre, deuxifeme, Iroisifeme, . . . m"»% du polynome 
y = F(a?), et se d6signent paries notations Ay, A'j/, A'y,... A^y. 

258* Application au poltnome du troisi£:iie db6r£. Si nous 
consid6rons le polynome du troisi^me degrd : 

[1] y = a;'4-p^* + ^^ + ^i 

nous trouverons sans peine, en y remplagant x par {x 4- h)^ et 
en retrancbant [1] du r^sultat : 

[2] Ay=3a?'/i+(3V + 2p/0a? + /i»+p/i* + gA; 

de mgme, en remplaQant x par {x-\'h) dans [2], et en retran- 
cbant ensuite [2] du r^siiltat, on a : 

[3] A«y = 6a?/^* + 6 /i» + 2|?A* ; 

et, en operant sur [3] de la m6me mani&re, on a : 
[4] A»y = 6/i*. 

Pour obtenir les valours de Ayo, Ay^, Ay,...; A'yo, A*yj..., il 
suffira de remplacer, dans le second membre des formules [2] 
et [3], X par a?«, {x%+h), etc. 

Si Ton voulait former les valeurs num^riques de la fonction y 
et de ses differences, il faudrait proc6der comme on Ta indiqu6 
pour former le tableau des cubes. 

239. ExBMPLE. Soit» par example, le polynome 

y = a?* — 50?^ + 6a? — 1 ; 

formons les valeurs que prend ce polynome pour des valeurs 
emigres de la variable. Si Ton fait successivement x= — l , a? = 0, 
a?= 1, on trouve pour valeurs correspondantes de y, y = — 13, 
y =— 1, y = 1, dont les differences premiferes sont 12 et 2, et la 
difference seconde est -^10. Quant k la difference troisieme 
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dc y, on salt qu*elle est ^gale k 6. On disposera ces r6suUats de 
la mani^re suivanle : 



X 


V 


Ay 


A^l/ 


A'// 










6 










6 










6 


— 1 


— 13 


12 


—10 


6 





— 1 


2 




6 


+ 1 


+ 1 






6 



et Ton remplira ensuite les diffc^rentes colonnes, en remarquant 
que chaque terme de Tune d'elles (la premiere colonne except6e) 
est £gal h celui qui est au-dessus . augments du terme corres- 
pondant k ce dernier dans la colonne plac^e k sa droite. Celle 
remarque permet ^videmmeut de prolouger les colonnes dans 
les deux sens ; on trouve : 



X 


y 


Ay 


^^y 


A»t/ 


— 5 


— 281 


112 


— 34 


6 


4 


— 169 


78 


— 28 


6 


3 


— 91 


50 


— 22 


6 


— 2 


— 41 


28 


— 16 


6 


— 1 


— 13 


12 


— 10 


6 





— 1 


2 


— 4 


6 


1 


+ 1 


— 2 


+ 2. 


6 


2 


— 1 





+ 8 


6 


3 


— 1 


8 - 


+ 14 




4 


+ 7 


22 






5 


+ 29 









Pour prdonger d'abord la colonne des difif6rences secondes vers 
Iebas,ondit: — 10 + 6.. .— 4; — 4+6.. .2; + 2 + 6. ..8, etc. 
On prolonge de m6me la colonne des differences premieres, k 
Taide de la pr6c6dente, en disant : — 4 + 2. .. — 2;+2 — 2...0; 
8 + 0. . . 8, etc. On prolonge de m6me la s6rie des valeurs de y 
(qui correspondent i a? = 2, 3, 4, . . .) en disant : — 2 + 1. . . — 1 ; 
0=1... — 1 ; 8 — 1. . . 7, et ainsi de suite. 
Pour prolonger les colonnes vers le haut, on remarque qu'un 



DES OIFF£hENCES. 229 

terme d'une colonne est la difKrence entre le terme plac6 au- 
dessous de lui dans la m^me colonne, et le terme plac6 k droite 
et au-dessus dans la colonne suivante. On prolonge done d'abord 
la colonne inlitul6e A'y, en disant : — 10 — 6... — 16; — 16 
— 6. . . — 22; —22— 6. . . — 28, etc. On prolonge ensuite, k Talde 
de celle-ci, la colonne des Aj/, en disant : 12 — (—16)... 28; 
28 — ( — 22). . . 50, etc. On prolonge enfin la s6rie des yaleurs 
de y, en disant; — 13 — 28... — 41; — 41 — 50. .. — 91,etainsi 
de suite. 

240. Remarque. On voit, par Texemple pr6c6dent, que, pour 
calculer les valqurs d'lin polynome du troisifeme degr6, qui cor- 
respondent a des yaleurs entl^res de la variable, il suffit de con- 
nattre celles qui correspondent k trois nombres entiers cons6- 
cutifs — 1 , 0, + 1 ; en se fondant sur ce que la diflEference troisifeme 
est constante, il est trfes-facile d'obtenir, par de simples addi- 
tions, les valeurs suivantes. 

Si le polynome propos6 6tait du quatrifeme degr^, la diff6rence 
quatri^me serait constante ; et, pour former la s6rie de ses va- 
leurs, il sufflrait de connaltre quatre valeurs cons6cutives. II en 
faudrait cinq pour un polynome du cinquifeme degr6 ; et ainsi 
de suite. II faudrait en connaltre m pour un polynome du m"** 
degr6. 

§ ly. Differences des fonctions. 

241. DtoNiTioN. Soitune fonclion qiielconque y = ¥{x). Si 
Ton d6signe par x une quelconque des valeurs attribuees k a;, et 
par (a? + h) la valeur suivante, Texpression 

Ay = A(Fa;) = ¥{x + h) — ¥{x) 

se nomme la difference premUre de ¥{x). De m6me, si Ton change 
X en (a? + /i) dans AP(a?), la diff6rence 

A'l/ = A^P(j;) = AF(a7 + /i) — AF(a?) 

se nomme la difference seconde de ¥(x). Et ainsi de suite. 

ExEMPLE. Soit: y=.a*. 
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On a : A?/ = a*+* — a* = a'^af" — 1), 

c'est-ii-dire que la difT^rence premiere s'obtient en multipliant 
la fonction par la constante a*. On a, par suite : 

A>y = a^al' — 1)', A'l/ = a^a'' — 1)', . . . A' y = a'(a^ — 1)*. 

S V. Usage des differences pour la construction des tables num^riques. 

242. Tables num^riques. La consideration des differences 
est fort utile dans la construction des tables de toute esp^ce. II 
arrive, en effet, presque toujours que, dans une s^rie de nom- 
bres resultant d*une loi r^guli^re, et suffisainment rapproch6s 
les uns des autres, les differences tendent de plus en plus vers 
regalite, k mesure que leur ordre s'eieve. En n6gligeant des 
quantites fort petites, on pourra, k partir d'un certain ordre, 
leur supposer, dans un certain intervallei une valeur invariable^ 
et construire la table comme s'il s'agissait des valeurs d'un poly- 
nome. 

Ne pouvant donner ici la raison de ce fait general, nous nous 
bornerons k le developper sur deux exemples. 

243. ExEMPLE I. Si Ton pose : 

y = loga?, 
on aura : 

Ay = log(ir + /i)-log(a?) = log(l + ^), 

Ay = loge(---, + _,..) 

Puis : A»y = log (a? + 2h) — 2log (x + h) + log x 

= log (rr + 27i) — logo?— 2 j log (a? + A)— logx j 

on AV lo8.(|;_*+...). 
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Puis: 

A»y = log (a;+ 3h) — 31og (x + 2h) + Slog (a? + /i) — log X 
=,og(.+f)-3,og(.+f) + 3,og(,+^) 

ou A'y = log e f-y — etc. J • 
Si Ton suppose, par exemple, x= lOOOO et A= 1, il viendra: 

Ai/ = 0,000043427276863, 

A*y == 0,000000004342076, 

A»i/ = 0,000000000000868 ; 

el, si Ton ne voulait avoir les rfeuUats qu'avec dix chiffres d6- 
cimaux, on pourrait n6gliger longtemps les difMreilces du 
quatrifeme ordre, et proc6der comme si la difKrence troisl6me 
6tait constante. On formera done successivement les colonnes 
des diff6rences troisifemes, secondes, premieres, comme au 
n» 259; d'oii Ton d6duira les logarilhmes des nombres 
10001, 10002, 10003, en parlant de celui de 100000, qui est 
4,000000000000000. 11 faudra v6rifier les r6sultats, au moyen 
de logarithmes obtenus directement k des intervalles 61oign6s. 
La m^thode des differences devra les donner exacts, avec le 
norabre des chiffres que Ton veut conserver. Lorsque le dernier 
de ces chiffres cessera d'etre exact, on calculera de nouveau, i 
prioriy au moyen des formules (245), les differences Ay, A*y, 
A'y; ei Von se servira de ces nouvelles valeurs comme des pre- 
c6dentos. 

!244. Exemple XL Soit propose de calculer, k 7 decimales 
exactes , une table de logarithmes des sinus de 10 en 10 .se- 
condes, depuis 72* jusqu'a 72* 1'30^ 

Nous savons que 



sin72« = iVl0 + 2v^5 = 0,9510565, 
COS 72» = I (v/5— = 0,3090170; 
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donCy en prenant les logarithmes de ces deux valeurs, et ajou- 
tanty comme on le fait toujours, dix unites k chacun d*eux : 

log sin 72* = 9,9782063255, 
log COS 72* = 9,4899824. 

Reprenons les formules pr6c6dentes : 

y = log a?, 

Ay = logeg-|+....), 

A*t/ = log e (-,—...,). 

Nous cherclions ici log sin (p, 9 6tant 6gal k 72^, done : . 

a?=:sin f. 

D6terminons maintenant raccroissement h du sinus, correspon- 
dant k un accroissement de Tangle de 10'^ 

On a : ^ = sln(<p + lo'0 — 8in<p; 

sin (9 + 10") = sin<p. cos 10"+cos<p.sin 10". 

Mais rare 10" = -5^^^^ = 0,00004 84813681.. ..< A. 

Or, comme sina?>a?— |-, 

le sinus de 10" ne diflfire de son arc, que d'une quantity moindre 

^"^ « (lo'V ' ^" ^® ^^^^^ ^^ f5*»- ^® P^"^» ^^s ^> 1 — ~; 
done le cosinus de 10* ne diffSre de I'unitfi, que de moins 

que i [y^A , ou que d'une unit6 du neuvi^me ordre. On pent 

done, dans la valeur de sin (9 + 10"), remplacer cos 10" par 1, 
et sin 10" par arc 10", et 6crire : 

sin (<p + 1 0") = sin 9 + cos 9 X arc 1 0"; 
done, avec une approximation de — , : 

A = cos 9 X arc 10". 
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L*angle f est 6gal k 72*; done, en n6gligeanl /i*, on a : 

, cos72*XarclO'' 

^y = loge ^---i . 

^ ° sin 72* 

Or : log (log e) = T,637 7843 

logCOS 72^=T,489 9824 

log 10" = 5, 685 5749 
Clog sin 72^ = 0,021 7937 

done log At/ = 6,835 1353 

et At/ = 0,000 0068412. 

Gomine nous caleulons les valeurs de log sin <p, ^ 7 d6cimales 

exactes, les valeurs de -|, -j et, par suite, de A*y, n'influent 

plus sur le r^sultat que nous cherchons ; et la fonction trans- 
cendante log sin 9, dans les limites indiqu^es , pent dtre con- 
sid6r6e comme une fonction alg^brlque du premier degr^, 

fonction qui augmente de t^ environ pour chaque 10" d'aug- 

mentation de I'angle f . 

Pour §tre assure de I'exactitude du dernier r6sultat, il faudra 
calculer k 8 d^cimales et former une progression arithm^tique, 
dont le premier terme est : 

log sin 72* = 1,978 20632.... 

et dont la difference est 684. EX nous bornant aux quatre der- 
niers chiffres des logarithmes, la progression sera : 

0632, 1316, 2000, 2684, 3368, 4052, 4736, 5420, 6104,. 6788. 

Supprimant le dernier chifTre, et ajoutant une unite du sep- 
ti^me ordre, lorsqu'il est plus grand que 5, nous aurons : 

log sin 72*0' 0"==r,978 2063 
log sin 72»0'10" = T,978 2132 
log sin 72«0'20" = T,978 2200 



I 
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log sin TS^C/SO'ss 1,978 2268 

log sin 72»0'40*'=T,978 2337 

log sin 72*0'50" = T,978 2405 

log sin 72*1' 0' = T,978 2474 

log sin 72n'10' = T,978 2542 

log sin 72n'20" = 1,978 2610 

log sin 72n'30" =1,978 2679 

Ce qui s'accorde parfaitement avec les valeurs fournies par les 
tables de Gallet. 

220. Definition des differences. — 230. Definition des differences se- 
conds s. — 231. Definition des differences d'un ordre quelcoDque. — 
232. Usage des differences pour la formation des carres. -- 233. Usage 
des differences pour la formation des cubes. — 234. Formule qui 
exprime la difference d'un ordre quelconque. — 238. Formule in- 
verse, qui exprime un terme quelconque d'une suite, au moyen du 
premier et- de ses differences successives. — 236. La difference m^ 
d^un polynome de degre m, est constante^ — 237. Les differences 
premieres contiennent, en facteur, I'accroissement h de la variable; 
les differences secondes contiennent h* ; les differences troisiemes 
h*y etc. Expression de la difference m«*. — 238. Application au po- 
lynome du troisieme degre. — 239. Exemple. — • 240. Pour calculer 
les valeurs d'un polynome du m"»' degre, qui correspondent k des 
valeurs entieres de la variable, il suffit de connaitre celles qui cor- 
respondent k m nombres entiers consecutifs. — 241 . Differences des 
fonctions. — 242. Des tables numeriques. — 243, 244. Applioations 
h la construction des tables. 

EXERCIGES. 

I. Trouver^ k I'aide des differences , la somme des carres, la somme des cu- 
bes etc , des p premiers nombres entiers. 

On applique la formule du n* tas , en posanl «;,= i«-|. 2" -f 3" + .... +p" 
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* 

II. Calculer les yaleurs que prend, pour des valeurs enti&res de la variable, 
le polynome 

s*— 6x» + 4a^— 3a?— 8. 

III. Prouverque, si ^(s) disigne une fonction quelconque d'une variable 
et que Ton consid^re la suite 

9(«), 9(« + h), 9(» + 2li),...9(« + nii), 
les fractions ^, ^, ^..... 

ont respectivement pour Umites les d^riv^es du premier^ second, troisi^me or- 
dre de ^{x). En conclure que, si h est petit, les differences sont, en gdn^ral, 
d'autant plus petites que leur ordre est plus 61ev^. 



CHAPITRE 11. 

DE L'lNTERPOLATION. 

S L finonc^ de la question. 

245. DEFINITION. Llnterpolation consiste h insurer , eiitre les 
termes d'une suite, de nouyeaux termes assujettis k la m&ine loi. 
Geprobl6me est quelquefois tr&s-facile, lorsque la loi des termes 
de la suite est connue. G'est ainsi que, entre deux termes d'une 
progression, on pent insurer par un proc^d^ fort simple , un 
nombre donn6 de nioyens. Si Ton considfere , au contraire, des 
nombres quelconques dont la loi soit iuconnue, le probl^me de 
rinterpolation devient compl6tement ind^termin^ ; et pour le 
r^soudre, il faut imposer aux termes inconnusune condition qui 
fasse disparattre Tind^termination. Gette condition est, le plus 
souvent, que les differences d'un certain ordre seront igales a ziro^ 
On en a vu un esemple dans la determination des logarithmes 
des nombres non compris dans la table; admettre, en effet, 
comme on le fait, que I'accroissement des logarithmes est pro- 
portionnel h celui des nombres, c'est admettre que, pour des 
accroissements 6gaux des nombres, les accroissements des lo- 
garithmes sont aussi 6gaux; ou, en d'autres termes, que la dif- 
ference premiere des logarithmes est constante , et que , par 
suite, la difference secpnde est nulle. Dans le cas des logarithmes, 
les tables pjrmettent, d'ailleurs, de verifier qu*il en est h peu 
prfts ainsi pour des accroissements du nombre egaux k Tunite; 
et Ton conQoit qu'il doit, a fortiori , en etre de m6me pour des 
accroissements plus petits : nous avons 'd'ailleurs montr6 (243), 
que les differences secondes des logarithmes diminuent rapide- 
ment. Gette loi s'applique , du reste , k toutes les fonctions ; 
lorsque la variable crott par degres egaux de plus en plus petits, 
les differences de la fonction diminuent d*autant plus rapide- 
ment que leur ordre est plus eieve. Lors done que, dans la con- 
struction d'une table, on apercevra que les differences d'un 
certain ord^^e deviennent sensiblement nuUes, on pourra ad- 
mettre qu*il en serait i fortiori de mfime pour des accroisse- 
ments plus pQtits . 
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Et alors le problfeme de rinterpolation peul s'6noncer ainsi : 
Connaissant les valeurs u^, Ui, Uj,.... u^ d'une fonction^ qui cor- • 
respondent a des valeurs Xo, x^ + h, Xo+2h...Xo+nh, de la 
variable; en admettant que^ pour des accroissements egaux quel- 
conques de x, les differences (n + !)"*• de la fonction soient igaUs a 
zerOy trouver les valeurs de cette fonction qui correspondent a une 
valeur donnie d% x comprise entre x© et Xo +nh. 

§ 11. Formules d'iDterpoiation. 

246. FoRMULE DE NEWTON. Reprcnonsla formule 

rn I A i^(^— 0a2 .-nfn — l)(n— 2) .- 

[J] Un^u, + n^Uo-] — ^^^-^^XH Y:~d '' 

+••••+ rrz^ ^ "« 

qui a 6t6 d6montr6 (235) . 

Supposons que la derniSre valeur de x , pour laquelle u est 
connu, soit reprfesent6e par a?^, de telle sorte que Ton ait : 

Xi = x^'\-nhy 

et, par suite , n = — j- — ; 

la formule [1] devient ; 

/£i~£o\ / ^i — aTp _ A 
/I ^^' ^ • 1.2 



[2] w„ = uo + -hr—' ^^« + — —TZ ^'^0 



, c-^)-r^-')-(^?'-"+o ^.^,_ 

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace x^ 
par la lettre ind6termin6e a?, on formera une fonction cp (a?), 



X ~~~ Xi 



(^) (^- ') 



1.2 



A'u, 



[3] 9(a;) = «,+ — ^Al/„ + 
l-nr-Jl-i--V-l-7.--"+V ^.^. 
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qui, ^videmment prend la valeur u^ pour x^Xtj c*est-&-dire 

pour a? = a?5 + ^• 
Je dis, de plus, que si Ton y donne k x les valeurs, x^^x^-\'\ 

a?, +2A,... a?i + (n — \)h, cp (a?) deviendra successivement ti|, ui, 

Us,... t/».i; et, comme d*ailleurs cette fonction est un polynome 

du degr* n^ dont la difference n"* est constante (258), elle rem- 

plit toutes Ics conditions impos6es par rtoonc^, et elle est, par 

suite, la solution du probl^me propose. 

Faisons, en effet, dans la fonction 9 {x)y 

aj = a:o + p/i, 

cette valeur pouvant repr^senter toutes les autres, si le nombre 
arbitrairep devient successivement 0^ l,...n. 
On aura : 

[4] ^[x + vh) = u, + p^u, + ^^\'^^h \ + :... 

+ uz:i> ^"^' 

X "■"" X 

et les termes suivant disparaissent ; car — -j— devient egal k 

p, et par suite, chacun des termes, k partir du (p + 1)"*% con- 
tient (p — p) parmi les facteurs de son numirateur. Or, le se- 
cond membre de la formule [4] est (258) Texpression de u/y et, 
par suite , la fonction 9 {x) devient, comme nous Tavions an- 
nonce, ^galeii u^, quand on fait x:=^xi'\-phy et elle remplit 
les conditions de Tdnonc^. 

247. Remarque I. En 6crivant, comme nous I'avons fait, la 
formule : 

, . i^(^— Dai r n(n— l)...(n— n+ 1) ., 
t/n = u + 7iAu, + -^^p^^AX + .... l.2....n *' 

il faut avoir bien soin de ne pas supprimer les facteurs com- 
muns aux deux termes des demiers coefficients. Ainsi, \^v 
exemple, le coefficient de A^i^ est Tunit^ ; mais on doit I'^crire : 

n{n^ l)....(n — n+O . 
l.2...,n • 
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ce qui fournit, par la substitution de , 
rateur, un polynome bien different de Tunit^. 



^ ^s a n, dans le num6- 



248. Remarque II. La fonction cp (a?), que nous avons trouv6e 
(246), est le seul polynome en a?, qui puisse r6soudre le pro- 
bl^me tel qu'il a 6t6 pos6. Enefifet,la difference (n4- l)"»devant 
6tre nulle d*ai)r6s Tune des conditions, ^ polynome ne peul 
avoir de termes de degr6 plus ilev6 que le n"*. Or, un tel poly- 
nome 6tant designs par ^ (a?), et devant prendre les m6mes va- 
leurs que <p (a;), savoir Uo> ^) t^i^...u», pour x = x^^ Xi, Xty.. Xm 
il faut que la difference ?> (a?) — «|* (a?) s'annule (n + 1) fois , ou 
en d'autres termes, que Tfequation 

admette au moins (n-)- 1) racines, x^, a;i, Xt ... Xn; ce qui exige, 
puisqu'elle est du degr6 n, que son premier membre soit iden- 
tiquement nul, et que, par suite, les fonctions ^ et ^l' soient iden- 
tiques. 

249. ExEMPLE.Nous donneronsune application de la m6thode 
pr6c6dente. Supposons que Ton veuille obtenir le logarithme 
de 3,1415926536, par le moyen d'une table de logarithmes 
h dix d^cimales. On regardera les logarithmes contenus 
dans cetle table, comme les valeurs donn^es de la fonction u, les 
nombres comme celles de a?, et Ton formera le tableau suivant: 



3,14 
3,15 
3,16 
3,17 
3^18 


u 


Au 


A»u 


AHi 


A*u 


0,4969296481 
0,4983105538 
0,49968*^0826 
0,5010592622 
0,5024277200 


0,0013809057 
0,0013765288 
0,0013721796 
0,0013678578 


—0,0000043769 
—0,0000043492 
—0,0000043218 


0,000000077 
0,000000074 


-0,0000000003 



La difference quatrieme etant extrfimement petite, on pent 
considerer la difference cinquieme comme nuUe. 
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Pour appliquer la formule 



(^•)(^--) „ 



[3] «. = V, + ^-^« Au« + ^ " \l^ " ^ AV 

. (^) (^-^ - ■) (^H .. 

+ — 1X5 -iX 

, f-^)(^--0(^-^)e-i^-3) .. 

+ TJTi '^^ 

nous devons faire : 

i/o= 0,4969296481, 

Ai/o= 0,0013809057, 

A'i/o= — 0,0000043769, 

A»i/o= 0,0000000277, 

A*i/o=— 0,0000000003; 

ctcomme /i = 0,0l, 

0?, = 3,14, a?— a:|=: 0,0015926536, 



on obtiendra : 



— 1 



^-^'= 0,15926536, — ^!— = — 0,42036732* 

iL- = — 0,61357821, — -^^-^ = — 0,71018366, 

3 4 ' 

Avec ces valeurs, il sera facile de mettre en nombres la for- 
mule [3], qui donnera : 

w. = log 3,1415926536 = 0,4971498727. 

250. Formule de Lagrange. II existe une autre formule, qui 
fait connattre approximativement Iqs valeurs d'une fonction u, 
lorsqu'on connatt les valeurs U|, Ui, u^, . . . Un> qu'elle prend pour 
des valeurs o^i, Xiy Xty... Xn, de la variable. Nous supposons 
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comme precMeuiment, que u soil unc fonciion raliuiiuelle de 
X, du degre n. Soil done : 

w, = a -|- pa? + yic* +.. . -f-F^*; 
Oil aura : li^ =. a -j- ^x^ + y^«' + • • • + F^o", 

Wi = a 4-f5a?i +Y^i'+ • • • + f^^i"* 



el Ton pourrait determiner a, p, y,. ,. fx, en r6so)vantces 6qua- 
UoQs, qui sont du premier degr^; mais on se dispense de celte 
r^solulion, en posant : 

Xo, Xi9 X2, . . . Xn> sont des fonctions de a?, assujetties aux con- 
dilions suivanles : 

Pour a?=iCo : Xi, Xj, ... Xn, doivent s'annuler et X| dcvenir 
6gal k l*unil6; 

Pour x = Xi: Xq, X^,... X„, doivent s'annuler, et Xi duvenir 
6gal k runil6 ; 

Pour x = Xi: Xo,Xi, Xs,... Xn, doivent s'annuler, el Xj de- 
venir 6gal k I'unite. 

Pour x=iXn: Xo, Xi, ... X„-,, doivent s'annuler et X» deve- 
iiir f gal k runit6. 

II est Evident, en effet, que, d'apr^s ces conditions, u^ devien- 
dra egal k Wo> ^, • . • Wn pour les valeurs x^, Xi,.. Xndex. 

Or, Xo s'annulant pour les valeurs Xu a?a, . . . de a?, on pout 
poser : 

Xo==A« (x — iCj)(a;— Xj) ... (a? — a?,); 
Alg. sp. B. ^^ 



. I 
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el comme, pour {c=Xtf on doit avoir X^ ^^ l, on posera : 

A= \ ; 

• (a?, — a?i)(^o — Xt)... (a?o--a7„) 

en sorte que 

Y \X — X^) {X — X^j • • • \X — Xn) 

\X^ ~~~ X^j ^Xq ""■ X^] • ■ • \Xq ""~ Xfij 

On trouvera de mftme : 

* " {Xi—x^) {Xi ~ a?,) . . . {Xi — a?«)' 

Y — (^ — a?>)(a? — a^i) {x — xjj... {x — a?J 
(ajj a^oy (a?} -^ X\j , • • ^ay^ -~~ Xf^j 

et aiusi de suite : la formule cherch^e est done : 

__ (a?— a?i)(a;-- a^i). . . (x— Xn) , (a?— a?o) {x—Xtj . . . {x—x^) 
^'—^^ ^a^o— a?i)(a?,— x,)...(a;o— a;n) "^ * (iPi— a;o)(a?4— aJi)...(a?i— ic«) 

, (a; "- a?o) (a; — a?i) . . . (a? — a?n-i) 



S III. Application de la m^thode d'interpolationkia representation exacte 
d'une foncUon enti^re f{x\ du degrd m, dont on connattles valours u^^ 
111, uiy... Umy correspondaDtes aux valours do x^^ a;o-f^,...a7,-f~f>^ do 
la variable. 



25i. Representation d'une fonction entiere. La formule 
d*interpolation [3j, d^montr^e (246), a pour but de former une 
fonction entiere, de degr6 m, qui, pour les valeurs x^yX^-^-h^ 
. ..x^-^-mh de x^ prenne les valeurs u^y u^... u^. Or, deux fonc- 
tions enti^res, de degr6 m, ne peuvent 6tre 6gales pour (m+1) 
valeurs de la variable, sans 6tre complitement identiques ; car, 
sans cela, en les ^galant, on formerait une Equation, de degr6 m^ 
admettant (tn-jj-l) racines. La fonction f{x)t indiqu^e dans 
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r^noiicfi, est done idenliquc h la formule fournie par la m6- 
thode d'inlerpolation ; et Ton a : 

[A] f(x)=.u.+ ^•^^^u,+ ^ \j ' AX+.. . 

(.T--.ro ) [ x—x, \ ( x — x, ^ ,A 

252. LiMiTES DES RACiMES d'une iSquation f{x) = 0. On con- 
clut de cetle formule que, si les quanlit^s Wo, Aw^, . . . A'^Wj, 

sonl posilives, en donnant k x une valeur telle que — ^^ 

-^ — 2 — 1 ), ••• ( — T— ^ — m+lj soient des quanlit^s positives, 

c'est-i-dire en faisant x plus grand que a?o+(m— l)h, f{x) sera 
positif. On peut m^me ajouter qu'^ parlir de la valeur a?=a?o 
+ (m — Vjhy tons les termes qui composentle second membre 
de la formule [A] augmenlent avec a?, et que, par suite, il en est 
de m^me de f{x). II r6sulte 6videmment de la que a?o + (w— 1)^ 
est une limite sup^rieure des racines positives de Tfiqualion 
f{x) = 0\ et lej solulions de I'^quation doivent 6tre cherch^es 
parmi les nombres inf6rieurs k celte limite. 

De m^me, si Ton donne i x une valeur x^ telle que les quan- 
til6s Wo» ^^o» ^X> • • • ^''^o soient alternativement positives et ne- 
gatives, a?o est une limite inf6rieure des racines: car, pour toute 
valeur de x inf6rieure a a?o, chacun des termes de f{x) devenant 
. positif, f{x) ne peut plus .devenir nuUe. 

24S. But de rinterpolation : Condition arbitraire que Ton s^impose. — 
246. Formule d^interpolation de Newton, applicable k une fonction 
dont on connait les valeurs pour des valeurs ^quidistantes de la va- 
riable. — 247. Remarque. — 248. La fonction trouv6e est le seul 
polynome, entier en x, qui puisse satisfaire auz conditions deman* 
d^es. — 249. Application k un exemple. — 280. Formule d'interpo- 
lation de Lagrange. — 281. Application de la m^thode d'interpolation 
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a ]a representation ezacte d'une fonction entiere, de degr6 m, dont 
on connatt les valeurs correspondant k (m-|-l] yaleurs ^quidistaiktes 
de ia yariable. — 282. Limites des racines d'une Equation f(x)=^0. 



EXERGIGES. 

I. On a observe une plan^te, et les ascensions droites out ^te trouvees . 

Le 12 Janvier 12^ 30' 0* 3' 25',21, 

19 Janvier 9^ 0'. 0» 1' 28',04,| 

20 Janvier 9^ IV Of 2' 26'',67, 
24 Janvier 8^ 1' —0* C b8f,3. 

Trouver, par interpolation, Tascension droite du 22 Janvier a midi. 

II. Les donnees restant les mumes, trouver le jour et Theui-e pour lesqucls 
1 ascension droite a et6 nulle. 



CHAPITRE Iir. 

BESOLUTIOIV BES I^OUATIOIVS NUMERIQUES. 

$ I. Separation des racines. 

283. OpiSrattons priSliminaires. Pour rtsoudre une iqualion 
num^rique, il convient d'appliquer d'abord la m6thode des 
racines commensurables, el de supprimer les facteurs qui cor- 
respondent h ces racines. On doit ensuite appliquer k T^qualion 
la m^lhode expos^e au livre III^ chapitre m, pour la decora- 
poser, s'il y a lieu, en plusieurs autres qui n'aient plus que des 
racines simples. La premiere de ces operations n'a d'autre but 
que derendre lescalculs plus simples. La seconde est indispen- 
sable; elle nous permetlra d'affirmer, dans ce qui va suivre, 
qucj s'il existe u6e racine a, deux nombres (a — h)y (a + /i')>qui 
lacomprennent, 6tant substitu^sdansrequation, doivent donner 
des r^sultats de signes contraires, quand h et h' sont suffisam- 
ment petits. II suffit 6videmment pour cela qu'il n'y ait aucune 
racine, autre que a, comprise entre (a — h) et {a-\-h'). 

Enfin, avant de commencer Tapplication de la m^thode de 
recherche que nous allons exposer, il sera bon de fixer, par 
Tapplication des regies d^montr^es (208 etsuiv.),unelimitesn- 
p6rieure dos racines positives et une limite inKrieure des racines 
negatives que peut avoir Tfequation proposfie. 

254. Substitution de nombres entiers coNstcuTiFS. Aprfs 
avoir exfecut6 les operations preiiminaires dont nous venons de 
parler, et dont, je le r6p6te, celle qui est relative aux racines 
6gales est seule indispensable, on substituera, dans le premier 
membre de T^quation propos^e, les nombres entiers cons6cutifs : 
— ..., — 4,— 3,-2,-1, 0,+ l, + 2, + 3, + 4...,compris 
entre les limites des racines. Cette substitution se fera, comme 
il a 6t6 expliqu6 (259), par la m^thode des diflf6rences: c'est- 
i-dire que Ton calculera directement un nombre de valeurs 
cons6cutives 6gales au dogr6 m de I'^quation, et Ton en d6duira 
leurs diff6rences jusqii'^ celle de Tordre (m— 1). Puis, en se 
fondant sur ce que la difference de I'ordre m est conslante on- 
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pourra calculer, par de simples additions ou soustractions, les 
valeurs des differences successives, et par suite celles du pre- 
mier membre, correspondantes aux autres valeurs de la va- 
riable. II r^sulte de la loi m^me qui preside k la formation de 
ce tableau, qu'en faisant croltre a?, on arrivera k rendre la fonc- 
tion et ses differences toutes posilives; et qu'en donnanl h x des 
valeurs d6croissanles, on jQnira par rendre la fonclion et toutes 
ses differences alternalivement posilives et negatives. On s'arr^- 
tera, dans les deux sens, lorsque ces conditions se trouveront 
rdalisees; car aucune substitution ultdrienre dc nombres entiers 
ne pourra, 6videmment, modifier les signes. 

Si les resultats de la substitution des nombres entiers dans le 
premier membre ne sont pas tons de mfime signe, il arrivera, 
une ou plusieurs fois, que deux r^sultats cons^cutifs soient de 
signes contraires ; et nous pourrons affirmer, qu'entre les nom- 
bres entiers correspondants il existe une racine ou un nombre 
impair de racines. 

Si le nombre des intervalles, dans lesquels Texistence des ra- 
cines r6elles devient ainsi manifeste, est pr6cis6ment 6gal au 
nombre des racines que le th6ore.me de Descartes permet de 
supposer, les racines 5on«5^parce5;C'est-i-dire que Ton est assure 
d'avoir, pour chacune d'elles, deux nombres qui la comprennent 
et qui n'en comprennent pas d'autrcs. 

Mais il s'arrive, au contraire, que le nombre de cesintervalles 
soit moindre que le nombre des racines possibles; et, en par- 
ticulier, si tes nombres entiers, substitu6s dans le premier mem- 
bre, donnent tons des r^sultats de m^mes signes, on doit rester 
dans le doute, et recourir k de nouvelles substitutions. Mais ces 
substitutions ne doivent etre faites que dans des intervalles 
choisis, oji elles pr^sentent quelque chance de succis. Yoici 
comment on determinera ces intervalles. 

255. Ghoix des intervalles dans lesquels on doit fairs db 
NOUVELLES SUBSTITUTIONS. Apr^s avoir obtenu les r^sultats de la 
substitution des nombres entiers dans le premier membre de 
requation propos6e, on portera sur une ligne droite, & partir 
d'une origine 0, des longueurs proportionnelles aux valeurs 1, 
2, 3,..., attriboeesk Tinconnue rr, et, en sens oppose, des lon- 
gueurs destinees k representer les valeurs negatives — l , — 2 , 



DES DIFFfRENGGS. 



247 



— 3,...; puis, par rextr6mit6.de chacune de ces longueurs, on 
616vera (sans y apporter aucune precision) une perpendiculaire 
repr6sentant la valeur correspondante du premier membre de 
r^quation propos6e, cette perpendiculaire 6tant port6e dans un 
sens ou dans Tautre, suivant que la valeur est positive ou ne- 
gative. II est Evident que, si Ton proc6dait de lam6me mani6re, 
non plus seulement pour les valeurs enti^res, mais pour toutes 
les valeurs possibles de ^, le lieu des extr6mit6s des perpendi- 
culaires seraitune courbe; et les intersections de cette courbe 
avec la droite, sur laquelle on porte les x^ ferait connaitre les 
racines ; car elles correspondraient k la valeur de x pour laquelle, 
le premier membre de T^quation s'annulant, 11 faut porter une 
perpendiculaire nuUe au-dessus de Faie. Les valeurs particu- 
Ii6res du premier membre, que nous avons obtenues, font con- 
naitre des points de cette courbe, et permettent de se faire a peu 
pres une id6e de sa forme^ et d*en conclure, par consequent, 
les intervalles dans lesquels Texistence des racines est pro- 
bable, et oti il convient de les cbercher par des substitutions 
nouvelles. 

Si, par exemple, en substituant i a? les valeurs 0, 1, a, 3, 4, 
5, 6, on trouve pour le premier membre d'une Equation, les va- 
leurs 

1,50, I 0,86, I 0,08, I 0,15, | 1,25, | 3, | 4, 

les points correspondants, qu'il faudra construire, sont places h 
peu pr6s comme il suit : 



ID 



8 



1 1 1 i 



CO 



6 



Et Ton congoit que, si la courbe qui les r6unit coupe Taxe 
des a?, ce doit 6lre entre les points 2 et 3. Cependant nous ne 
sommes nuUement en droit (Taffirmer que, dans les autres inter- 
valles, il n'y ait pas-de racines; il pourrait mftme, k la rigueur, 
en exister entre 5 el 6 (intervalle oii Tinspection des r6sultats 
precedents n'en ferait certainement pas presumer). II sufflrait 
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qae la courbe inconnue, qui riunit nos diff6rents points, (At 
sufflsamment contourn^e. 

856. TnioRfeME. Ilexiste cependantun tliSortme, qui assigne 
une limite aux irr6gularit6s que peuvent presenter les courbes 
analogues k celles dont il vient d'Mre question. 

Si Fiquation proposie est de degri m, une parallele a la lignej sur 
laquelU onporte les vcUeursde x, ne peut^ dansau^cun cas^ rencontrer 
la courbe en plus de m points. 

Soit, en efFet, d la distance de cette parallMe h la ligne des x; 
elle rencontrera la courbe pr6cis6ment aux points qui corres- 
pondent aux valeurs de a?, pour lesquelles le premier membre 
est 6gal k d. Or, en ^galant le premier membre k un nombre 
donne, on obtient une Equation de degr6 m, qui ne pent avoir 
plus de m racines. J'ajoute que souvent I'appiication du th^o- 
rfeme de Descartes k cette Equation donnera une limite plus 
petite encore. 

Si Ton revient k Texemple propos6 dans le chapitre pr6c6- 
dent, on voit que I'existence d'une racine, comprise entre 5 et 6, 
exigerait que la courbe pi^t 6fre coup6e entre quatre points au 
moins par une parallfele k la ligne des oj, et que, par suite, r6- 
quation, obtenue en 6galant le premier membre k un nombre d, 
pftt avoir' quatre racines positives. 

257. SUBSTITUTTON DE NOMBRES ^QUmiSTANTS d'uN DIItAmE. 

Lbrsque Tinspection des r^sultats obtenus aura indiqu6 les in- 
tervalles, dans lesquels on presume I'existence des racines, on 
devra substituer, dans ces intervalles, des nombres 6quidistants 
d'un dixjfeme; et il arrivera, le plus souvent, que ces sub- 
stitutions montreront assez nettement la forme de la courbe, 
pour qu'on apergoive avec certitude les limites qui comprennent 
les racines, ou que Ton acqui^re la conviction qu'il n'en existe 
pas. Nous n'avons rien k ajouter sur la manifere de tirer parti 
de ces r6sultats nouveaux : il faudrait r6p6ter, mot pour mot, 
ce que nous avons dit au sujet de la substitution des nombres 
entiers. 

Pour calculer les r6sultats de la substitution des nombres, de 
dixifemes en dixiftmes, il faudra proc6der comme pour ceUe 
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des nombres entiers : calciiler d'abord im nombre de r^suUats 
cons^cutifs 6gal au degr6 de T^quation, former les dlflKrences 
qui en rtsultent, et chercher ensuite les valours suivanles par 
de simples additions. 

S II. £tude specials du cas oii T^quation est du troisi^me degr6. 

258. SiMPLlPrCATION RELATIVE A CETTE EQUATION. Soit UU po- 

lynome du troisi^me degr6 

^(o:) = 0?' + px' + ga? + *•• 

Supposons que I'on ait substitu6 des nombres 6quidistants 
dont la difference soit />; on connalt la valeur de la fonction ^{x) 
pour une certaine valeur x=x^ de la variable, et Ton a form6, 
de plus, Aflp(a?,), A'cp(a?o), ^'?(^o)- Nous allons donner un moyen 
simple de calculer les differences qui correspondraient k uii 
accroissementdix fois moindre, et que nous repr6senlerons par 
^?(^o), 5*?(^«), ^'^C^o). On a : 

Pour former A*(p(a?o), il faut prendre la difference du second 
membre, c'esW-dire son accroissement quand on y change a?, 
en (a7p -{■ ^) ; ^^ ^^^^ 

or, (D (rr©) est du second degr6, ©"(ajo) du premier et f"(Xf,) est 
constant ; on a done : 

?' (^0 + h) -cp' (x,) = hf{x,) + ^ ^^(x,), 

?"{x,+h)-<,"{x,)=hf{x,), 
f{x, + h}^fix,) = 0; 

done, en substituant, il vient : 

[2] A^cp(a;o) = hY{Xf)+hY{x,). 
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On (roiivcra de in6me : 

A«y(r,)=;i»[9''(ar,+A)-(p''(x.)] +A'[?'"(.t. -|-A)-f (a:.)]; 
on, d'apr^s ce qui pr6cMe, 

[3] \Yxt)=hY(xo). 

Aiiisi done : 
[1] A^(x.) = /i.'(ar.) + ^ y'Cxo) + J 9"(a%). 

[2] A»<p(x,) = hy{x,) + ft»«-(x.) , 

[3] \'f{x,)=hY(x,). 

Si, dans ces forinules, onremplace h par — , on aura : 

[4] «?(^.) = ^ 9'(^.) + ^ <p"(.r.) + g^ ,7.^.). . 

[5] S>(X.) = :j^ <p"(X.) 4- r^ fix,), 

A rinspeclion de ces for.nules, on voit que, connaissant les va- 
leurs des differences A, on formera imm6diatement S*(p(a?,), qui 
est la millieme parlie de ^\{x^). 5*®(a?,) se compose de deux 
termes donl le second est pr6cis6ment 5*<p(a?o) que Ton vienl de 
former, et le premier est la centifeme partie de la difference 
A';p(a;,) — A*<p(aro), c'est-k-dire de la difference qui pr6c6de A*9(a?,) 
dans la s6rie des A*. En fin ^cp(a?o) se compose de trois termes; les 
deux derniers sont connus. L'un est la sixifeme partie de 5*9(0?,); 

I'aulre est la moili6 de— <p"(^o), c'esl-4-dire d'un terme d6ja 

calcuie pour former S*. Quant au Iroisifeme terme -r^ <p'(^t)> on 
remarquera qu'il est la dixifeme parlie de /i<p'(a?o)> et que Ton a: 

^ h/{x,) = Acp(r,) - I f{x,) ~ I <f''{x,). 
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Le second membre se compose de trois termes connus, et on le 
calculera facilement. 
En r6sum6 : 

S*(p(a?,) est la millifeme partie de A'cp(a?o); 

A*<p(a?,) est la somme de ^^(^{x^) et de la centifem'e partie du 
terme qui pr6c6de A'cp(a;,) dans la serie des A*; 

&p(a?i) se compose de la sixi^me partie de ^<p(a?o), de la moili6 
du terme calcul6 pour obtenir 8*<p(a?«) et de la dixi^me partie de 
Texpression 

dont les trois termes sont connus. 

289. Application de la m^thode pr6c^dente. Gonsicl6rons 
r^quation 



X' 



7a? + 7 = 0. 



Si nous substituons k x les valeurs — 1, 0, + 1, nous trouvons, 
pour le premier membre, les valeurs correspondantes 13, 7, 1, 
dont les differences premieres sont — 6, — 6, et la difference 
seconde 0. Quant k !a difference troisifeme, on sait (256) qu'elle 
est 6gale i 6. Nous formerons done le tableau suivant : 



X 


y 


Ay 


A^y 


A'y 










6 










6 


—1 


13 


—6 





6 


0. 


7 


-6 




6 


1 


I 






6 










6 



nous en d^duirons, par des additions successives, la table des 
valeurs de A^y, Ay, y, que j'inscris dans un nouveau tableau, 
afin que Ton apergoive mieux, dans le pr6c6dent, les resuUals 
qui servent de base k tuus les autre$. 
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X 


y 


Ay 


A'l/ 


A'y 


— 4 


—29 


30 


— 18 


6 


— 3 


1 


12 


— 12 


6 


2 


13 





— 6 


6 


— I 


13 


— 6 





6 





7 


— 6 


6 


6 


1 


1 


. 


12 


6 


2 


1 


12 


18 




3 


13 


30 






4 


43 








5 











—4 



I 



-3-2-10 1 2 



A rinspeclion des valeurs de y, on voil qu'il existe une racine 

negative comprise enire 
— 3 et — 4; et, comme la 
rSgle de Descartes apprend 
qu'ii n'en existe qu'une, il 
n'y a pas lieu d'en cher- 
cher d'autres. 

Quant aux raclnes posi- 
tives, U peut en exister 
deux; mais pour les d6cou- 
vrir, nous devons recourir 
h de nouvelles substitutions. 
Si nous repr6sentons gra- 
phiquement les r6sultats 
obtenus, nous obtenons la 
figure ci-contre. 

La courbe, qui r6unit ces 
points, ne devant 6tre cou- 
ple qu'en trois points par 
une parallfele k la ligne des 

X, ne peut 6videmment couper celte llgne qu'enlre Its points 

1 et 2; c'est done entre a; = l eta7=2, que nous devons sub- 

stituer des valeurs distantes de 0,1. 
Nous savons que, pour a?= 1, le premier nombre, que nous 

d^signons par y, est lui-m^me ^gal ^ 1 ; on a, de plus, pour des 
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accroissements dea? 6gaux k runil6, A|/ = 0, A^Tz—ia, A'// =^6. 
L'accroissement devenant 6gal h — » nous trouverons (238) : 

S»y = 0,006, 8^1/=: 0,066, S2/ = — 0,369; 
et nous pourrona, d*apr^s ces valeurs, former le tableau suivant : 



X 


y 


By 


a«y 


o'y 


1 


1 


—0,369 


0,066 


0,006 


1,1 * 


0,631 


-0,303 


0,072 


0,006 


1,2 


0,328 


—0,231 


0,078 


0,006. 


1,3 


0,097 


—0,153 


0,084 


' 0,006 


1,4 


—0,056 


—0,069 


0,090 


0,006 


1,5 


—0,125 


0,021 


0,096 


0,006 


1,6 


—0,104 


0,117 


0,102 


0,006 


1,7 


+0,013 


0,219 


0,108 


0,006 


1,8 


0,232 


0,327 


0,114 




1,9 


0,559 


0,441 






2 


1 









On voit, k rinspection de ce tableau, que y change de signe, 
quaud x passe de la yaleur 1,3 ^ la valeur 1,4 et de la valeur 1,6 
ct 1,7. U y a done deux racines positives, dent les valeurs, k un 
dixifeme pr^s, sent 1>3 et 1,6. 

260. Galcul des racines a moins de 0,01. Pour obtenir une 
plus grande approximation, 11 faudra substituer k x des valeurs 
distantes de 0,01, entre 1,3 et 1,4, et entre 1,6 et 1,7. Ces substi- 
tutions se feront, comme les pr6c6dentes, au moyen des diffe- 
rences. On coramencera par remarquer quej pour a? = 1,3, on 
a y = 0,097; k parlir de cette valeur, les differences relatives k 
un accroissement de x 6gal k 0,1, sont, comme on le voit par le 
tableau pr6c6denl : 

1/ = 0,097, Ay ==—0,153, A*y=: 0,084, A»y=i 0,006. 



Pour en d6duire les valeurs des differences relatives k un ac- 
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croissemeDt de x ^gal k 0,01, nous appliquerons les formulcs 
donn^es plus haul; et nous trou?erons : 

^Y^^' =T^X AM^) = 0,000006, 
5*w't«) = 0,000006-f Too X 0.078 = 0,000786, 
2ip(xt) = 0,000001 + 0,00039+ji)(— 0,153— 0,039 — 0,001) 
= 0,018909; 

et, comme on a, d*ailleurs, pour ^==1,3, y = 0,097, on peut 
former le tableau sui?ant : 



X 


y 


1,3 


0,097000 


1.31 


0,078091 


1,32 


0,059968 


1,33 


0,042637 


1,34 


0,026104 


1,35 


0,010375 


1,36 


—0,004544 


1,37 


—0,018647 


1,38 


—0,031928 


1,39 


—0,044381 


1,4 


—0,056000 



Ay 



—0018909 
—0,018123 
—0,017331 
—0,016533 
—0,015729 
—0,014919 
—0,014103 
—0,013281 
—0,012453 
—0,011619 



A»y 



0,000786 
0,000792 
0,000798 
0,000804 
0,000810 
0,000816 
0,000822 
0,000828 
0,000834 



^'y 



0,000006 
id. 
id. 
id. 
id. 
id. 
id. 
id. 



On calculera, au moyen des monies formules, les valeurs de 
Ai/, A'//, A'y» QUI correspondent k des accroissements de x 6gaux 
a 0,01, a parlir de la valeur x= 1,6; et Ton formera le tableau 
suivant : 



X 


y 


Ay 


A'y 


A»y 


1,6 


—0,104000 


•0,007281 


0,000966 


0,000006 


1,61 


—0,096719 


0,008247 


0,000972 


id. 


1,62 


-0,088472 


0,009219 


0,000978 


id. 


1,63 


—0,079253 


0,010197 


0,000984 


id. 


1,64 


— 0,069056 


0,011181 


0,000990 


id. 


1,65 


—0,057875 


0,012171 


0,000996 


id. 


1,66 


-0,045704 


0,013167 


0,001002 


id. 


1,67 


—0,032537 


0,014169 


0,001008 


id. 


1,68 


-0,018368 


0,015177 


0,001014 




1,69 


-0,003191 


0,016191 






1,7 


+0,013000 
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On voit, d'apr&s ces tableaux, que lesdeux racines sonl com* 
prises, Tuneentre 1,35 et 1,36, Taulre entre 1,69 et 1,70. Pour 
calculer la plus grande, k un mllli&me pr6s, il faut subslituer, 
entre 1,69 el 1,70, des valeurs distantes d'un milliftme. Ces va- 
lours, calcul^es par le m^me pr6c6d6 que les pr£c6dentes, r6sul- 
fent du tableau suivant : 



X- 



1,69 

1,691 

1,692 

1,693 

1,694 

1,695 

1,696 

1,697 

1,608 

1,699 

1,70 



y 



—0,003191000 

—0,001617629 

-0,000034112 

+0,001559557 

0,003163384 

0,004777375 

0,006401536 

0,008035873 

0,009680392 

0,011335099 

0,013000000 



^y 



0,001573371 
0,001583517 
0,001593669 
0,001603827 
0,001613991 
0,001624161 
0,001634337 
0,001644519 
0,001654707 
0,001664901 



A^y 


A'y 


0,000010146 


0,000000006 


0,000010152 


id. 


0,000010158 


id. 


0,000010164 


id. 


0,000010170 


id. 


0,000010176 


id. 


0,000010182 


id. 


0,000010188 


id. 


0,000010194 









On voit que y change de signe, lorsque x passe de la valeur 
1,692^ 1,693. Laracine est done, h un milli^me pr^s, ^gale h 
1,692. 

2C1. Emploi dune proportion pour obtenir la RACINE. Les 
tableaux pr6c6dents permellent de pousser I'approxirnation plus 
loin encore. Remarquons en effet, que, dans le dernier de ces 
tableaux, la diff6rence seconde est exlr^raement petite. On peut 
done, sans erreur sensible^ la consid^rer comme nuUe, et admet- 
tre, par suite, que les accroissements de y soient proporlionnels 
h ecux dea?. Nous pourrons alors obtenir la valeur de a?, pour 
laquelle y est nul, en proc6dant comme on le fait dans Temploi 
des tables de logarithmes. Nous dirons : 

Lorsque x augmente de 0,001, et passe de la valeur 1,692 k 
la valeur 1,693, la variation de y est 0,001593669. Pour que la 
variation dey soit 0,0000341 12, c*est-i-dire pour que y devienne 
z6rOy il faut done que la variation $ de a; satisfasse la proportio.) 



d'oii Ton d6duit : 



a _ 0,000034112 , 
0,001 "^0,001593669' 



0,001593669 
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en sorte que la racine esl 6gale, approximativement , k 

1 ,6920214. 

On doit observer que la difTirence seconde, que nous avons 
consid^r^e coinme nulle, 6tant, en r^alit^, un peu plus grande 
que 0,00001, pent influer sur le septi^me dcs chiffres d^cimaux; 
et il n*y a, par cons6quent, aucune raison pour le consid6rer 
comme exact. 

On doit done consid^rer la racine comme 6gale k 1,692021. 

262. Autre appucation. Dans I'exemple pr6c6dent, la deter- 
mination des intervalles, dans lesquels 11 convenait d'effectuer 
de nouvelles substitutions^ n'a pr^sent^ aucune difficult^. Mai- 
heureusemeut il n'en est pas toujoursainsi. Nous en citerons un 
exemple. 

j/ = 9ic» — 240?*+ 16a? — 0,001 = 0. 

Si nous substituons k x les valeurs — 1, 0, 1, nous trouvons 
pour valeurs correspondanles de y, —49,001, —0,001, 0,999, 
dont les difl'^rences sout 49, 1, et la difference seconde — 48. 
Ouant k la difference troisi^me, elie est (256) egale k 54. 

Nous pouvons, d'apr^s cela, former le tableau suivant: 



X 


y 


Ay 


^^y 


A»i/ 


—1 


—49,001 


49 


—48 


54 





— 0,001 


1 


6 


54 


1 


+ 6,999 


7 


60 


54 


2 


7,999 


67 


114 




3 


74,999 


181 






4 


255,999 






. 



si Ton represenle ces valeurs graphiquement, ainsi qu'on Ta 
indlqu6 (255), on voit clairement qu'il existe une racine entre 
a; = et a?= 1 ; mais rien ne fait pressentir qu'il y en ait d'au- 
tres, et ne porte a essayer de nouvelles substitutions. Si, cepcn- 
dant, on substilue les valeurs distantes de 0,1 entre x=l et 
a? = 2, on Irouve que les valeurs des differences, relatives i a? = 1 
(t k un accroissement de x 6gal k 0,1, sont Ay=— 0,461, 
A^y = 0,114, A*y = 0,054; ce qui permet de former le tableau 
suivant: 
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X 



y 


Ay 


A^!/ 


AV 


0,999 


— 0,461 


.0,114 


0,054 


0,538 


—0,347 


0,168 


id. 


0,191 


-xO,179 


0,222 


id. 


0,012 


+0,043 


0,276 


id. 


0,055 


0,319 


0,330- 


id. 


0,374. 


0,649 


0,384 


id. 


1,023 


1,033 


0,438 


id. 


2,056 


1,471 


0,492 


id. 


3,527 


1,963 


0,546 . 




5,490 


2,509 






7,999 









1 

1,1 

1,2 
1,3 

1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2 

En repr^sentant graphiquement les r^sultats qui y sont conte- 
nus, 1*011 Yoit clairement que la courbe, qui passe par les points 
obtenus, ne pent couper la ligne des x qu'enlre le point 1,3 et 
la point 1,4. Substituons done, entre ces deux valeurs, des va- 
leurs de x distantes de 0,01 : ces valeurs se calculeront, comme 
les pr6cedenles, en fonnant d'abord, par les formules (2S8), les 
valeurs de Ay, A'y, el A'y qui correspondent ^ a;= 1,3, et & des 
accroissements de la variable ^gaux Ji 0,01 : nousformerons ainsi 
le tableau suivant : 



X 


y 


Ay 


A V . 


. 1,3 


+0,012000 


-0,006501 


0,002274 


1,31 


+0,005419 


-0,004307 


0,002328 


1,32 


+0,001112 


-0,001979 


0,002382 


1,3^3 


0,000867 


+0,000403 


0,002436 


1,34 


-0,000464 


0,002839 


0,002490 


1,35 


+0,002375 


0,005329 


0,002544 


1,36 


+ 0,007704 


0,007873 


0,002598 


1,37 


+0,015577 


0,010471 


0,002652 


1,38 


-1-0,026048 


0,013123 


0,002706 


1,39 


+0,039171 


0,015829 




1,4 


+0,055000 







0,000054 

id. 
id. 
id. 
id. 
id. 
id. 
id. 



Ce tableau prouve que I'une des racines est comprise entre 1,32 
el 1,33, Tautre entre 1,34 et 1,35. 
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S HI. M6tbode de Newton. 

S6S. Expose de la m^thode. Lorsque Too consid6re une fonc- 
tion dans un intervalle tris-peu considerable, on pent presqae 
toujourSy sans erreur sensible , regarder ses accroissements 
comme proporlionnels k cenz de la yariable, et les repr^senter 
par le produit de la d£riv£e de la fonction par Taccroissement 
mime de la variable. L'erreur, commise dans cette subslitalion, 
sera d'antant moindre, que Ton prendra des accroissements 
plus petits. Cette remarque s*applique k toutes les fonctions, 
mats nous la d^velopperons senlement id sur les fohctions alg6- 
briqaes enti^res, pour Tappliquer k la resolution des Equations 
considerfes dans ce chapitre. 

Soieqt 

[I] V{x)=0, 

une equation alg^brique, et a une valeur approchte d'une ra* 
cinci dont nous designerons par (a + A) la valeur exacte; ou 
i^ura ^videmment : 

[2] F(a+*)=0, 

ou 

[3] F(a) + r(a)ftH-g^Wo + ''-+'^(^) l.2!'r..m =^ 

or^ en n^gligeant les termes qui contiennent A k une puissance 
plus eievee que la premiere, on a, avec une approximation 
d'autant plus grande que h est plus petit : 

F(a+A)=F(a) + P'(a)fc; 

I'equatlon [3] devient done : 

F(a)+F(a)A=0; 

F fo) 
et Ton en d6duit \ A = — ^rk » 

la valeur approchde de la racine est, par consequent : 
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En disignant cette yaleur par b, el appliquant de nouveau le 
m6me proci^d^t on trouvera une valeur plu& approch^e encore 

et, en'r^p^tant cette operation plusieurs fois de suite, on obtien* 
dra rapidement une tr&s-grande approximation. 

n est impossible d'indiquer, d*une mani^re g^n^rale, et ind£- 
pendamment de tout example particulier, la rapidity avec la- 
quelle croissent les approximations ; mais, dans chaque cas, on 
s'en forme facilement une id^e en proc^dant comme nous allons 
le faire dans I'exemple suivant. 

264. Application. Exemple I.'Reprenons I'dquation (289) : 

P(a?)=a?*— 7aJ+7 = 0; 

nousavons trouv£ que Tune de ses racines est, k 0,001 pr6s, 
6gale h 1,692; si nous la d^signons par 1,692 4-^, ou, pour 
abreger par (a-f-/^), h sera plus petit que 0,001 ; et nous au- 
reus : 

F(a+/i) = P(a) + /iF'(a)+j^F"(a) + ^-P»=0; 
par suite : 

F(a) "l.2r(a) I.2.3P'(a)*. 

Or, pour a=? 1,692, les coefficients de A* et de h* sent, Tun plus 
petit que 3,2, Tautre moindre que Tunit^ ; en sorte que le second 
et le troisi^me terme du second membre sont moindres. Tun 
que 0,0000032, Tautre que 0,000000001: nous avons done, h 
k miUioniimes pris^ 

Or on a, d'apris le tableau (260), pour a;= 1,692 =a: 

P(a)=— 0,000034112; 
d'ailleuw P'(a) = 3a*— 7 = + 1,588692; 

. . 0,000034112 ^^^^^«,/^o 
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MaiSy d'apr&s le r^sultat que nous venous d'obtenir, la valeur 
a; = 1,692 6tait exacte, non-seulement jusqu*^ 0,001, mais cn^ 
core k 0,0001 pr&s, puisque la quatri^me d^cimale est un z6ro ; 
de plus, d*apr6s le ni^me risultat, pour a? =? 1,6920, Terreur A 

est uioindre que 0,000025, ou Jqqqq ; done, le nombre obtenu 

est approchi k moins de r^ ; et la valeur de x est, avec 8 d6- 

cimales, 

0?== 1,6920 2147. 

Nous avons done une nouvelle valeur approch6e de la racine 

1,6920 2147 =r6; ^ 

repr^senlous sa valeur exacte par 

l,69202l47 + A' = 6 + /i'; 
nous aurons : 

O=F(6+A0 = P(6)+/iT(6)+^.l^''W+^r(6); 

uou /*— j^,^^^ 2'F(6) 2.3R'(&y 

Or h' est plus petit que r^; par suite, h'* est molndre que 
rr^; son coefficient, d'ailleurs, est moindre que 3,2. D'un autre 

c61^, h"* est plus petit que r^, et son coefficient est moindre 

que Tuniti. Done si Ton prend 

* 



Terreur 



commise sera de I'ordre —^^. Get exemple suffit pour 

une id^e de la rapidity des approximations, et pour 
' comment on doit Fappr^cier dans cbaque cas. 



dotmer une id^e de la rapidity des approximati( 
montrer comment on doit Fappr^cier dans cbaque 



\ 
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S68. ExEMPLE II. Soit donn^e T^quation : 

F(a?) = a?'— 2a?— 5 = 0. 

IjSl premifere cl6riv6e sera 

F(ar)=3a:» — 2; 

et, par suite, le terme de correction : 

_ F(£) _ _ £^--2£— 5 
F'(a;)"~ 3a;*— 2 * 

Premiere approximation. On trouve imm^diatement, qne la 
raeine r6elle de r6qiialion est comprise entre 2,0 et 2,1. • 

Posons done a =2, 1; et partons de cette vialeur pour Irouver 
la raeine x avec plus d*exactitude. En rempla^ant x par 2,1, 
dans les fonctions ¥{x) et P'(a?), nous aurons : 

F (a) = 0,061 
ej F'(a) = 11,23; 

0,061 r^^^.r. 

done A = — -j^ = — 0,0543, 

et, par suite, b = 2,095. 

Deuxi&me approximation. Partant de celle nouvelle valeur ap- 
proch^e de la raeine, nous aurons d*abord : 

6=2,095, 

6*= 4,389, 

6« = 9,195; 

done F(t) = 0,005 et F'(ft) = ll,167; 

ot • (?=6-}-/ii = 2,094 552. . 

L'erreur fh 6tant moindre que —^ , et les coefficients de /*i* 
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et W 6lant, le premier environ 5, le second —, 11 s'cnsuit (|ne 

I 

I'erreur de la nouvelle valeur de x sera plus petite que ^. 

TRoisifeME APPROXIMATION. Posons mainlcnant 0?= 2,094 552; 
comme I'erreur de c est moindre que -^^ et que, de plus, les 
coefficients de V ^t de h^ restent & tr&s-peu pr&s les m6mes, 
nous pourrons compter sur une approximation de -r^^. 

On a d*abord : 

c«= 4,387148 080704, 

&= 9,189109 786734; 

done PW= 0,000005 786734, 

et F(c) = 11, 161444 242112, 

cc qui donne : 

P(c) 0,000005 786734 • 

^'» = -Fy=- i;.161444... =-0.000000 518458. 

ct d = c + /la== 2,094551 481542, 

exacte & moins de YQTr 

QuATRiiiME APPR0XI2IAT10N. Pour pousscr cucorc plus loin 
I'approximation de la racine, posons : 

a?= 2,094551 481542; 
nous aurons, pour les. puissances de x ou de d: 

d* = 4,387145 908829 787166 697764, 
et d» = 9,189102 963080 354769 507339; 

et, par consequent, 

P(d) = — 0,000000 000003 645230 492661, 
F(rf)= ll,16143<r 726489 3615.... 
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Done, la.valeur de h^ sera : 

h ^(^^ I 0>Q>"3 645S30 49S661 

• " ptSJ*^*^ 11,161437 726489 36../ 

oa /2| = + 0,000000 000000 326591 488386: 

on a done pour la nouyelle yaleur : 

a; = 2,094551 481542 326591 482386, 

valetfr exacte h moins de •r^^. Un nouveaii ealcul donnerait la 
racine, k moins de j^. 

S66. RepriSsentation graphique de la it^THoM DE N£rvrrON. 
La mithode d'approximation , que nous yenons d'exposer, pent 
se repr^senter graphiquement d'une mani^re trfis-simple , que 
nous croyons deyoir indiquer ici, quoiqu*elle exige des notions 
de g6om6trle analytique. 

La recherche des racines r^elles de T^quation /"(«) — revient 
h celle des points od la courbe, qui a pour Equation y=::f{x)^ 
eoupe Taxe des w. En d6signant par a une yaleur approch^e de 
la racine, et par /(o) la yaleur correspondante de y, riqualion 
de la tangente k la courbe ys=:f{x), au point dont les coordon« 
u£es sont a et f{a), est : 

. V-m=r(a){x--a). 

Gette tangente coupe Taxe des x en un point dont I'abscisse x 
est gyidemment 

c'csl-i-dire pr6cis6ment 6gale k la yaleur foumie par la m6- 

thode de Newton. 

D'apr^s cela, la m6thode de Ney^ton 
^quivaut k la construction suiyante : 

Ayant la position approch^e, P, du 
point oil une courbe coupe Taxe des 
X, pour en obtenir une autre plus ap- 
proch^e encore, on mfeiie, au point M dc la courbe qui se pro- 
jette en P, une tangente MT; et le point T est, en giniral, beau- 
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coup plus pr^s que P de Tintersection cherchie. En r6p6tant 1<i 
mtme construction, on obtiendra un pouveau point T' encore 
plus rapproch^ que le pr6c6dent ; et ainsi de suite. 

II pent arriver, cependant, qu'en appliquant la m^thode de 
Newton, on obtienne une valeur de la racine moins approchfee 
que celle que Ton a d6ji : et il importe, pour op6rer avec certi- 
tude, d'entourer la m^thode de quelques precautions indispen- 
sables. 

267. Cas qui PEuy£NT se presenter dans l*application de 
LA M^THODE. Supposous que Ton ait trouvg deux nombres, a, b, 
(a<6), qui comprennent une racine, et une seule, de T^qua- 
tion f{x) = 0; de telle sorte que f{a) et f{b) soient de signes 
contraires. Supposons, en outre, que ces deux nombres a, 6, 
soient assez rapproch6s, pour que, x variant depuis a jusqu'^ 6, 
f'{x) et f{x) ne changent pas de signe. Puisque f(x) consenre 
son signe, f{x) est constamment croissant ou constamment d6- 
croissant ; et, puisque f\x) conserve le sien, f{x) est ^galement 
toujours croissant ou toujours d6croissant. En d'autres termes, 
Tordonn^e de la courhe y = f{x) va toujours en augmentant ou 
toujours en diminuant; et Tangle, que la tangente h la course 
fait avec Taxe des a?, varie aussi toujours dans le mfime sens. 

D'aprfes cela, quatre cas peuvent se presenter. Si /'(a)>0, on 

Fig. 1. Fig. 2. 





Fig. 3. 



Fig. 4. 





^ f{h)<0; p?ir suite, f{x) diminue, et f{x) est constamraeni 
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n^gatif. La courbe affecte alors Tune des deux premieres formes : 
savoir, la premiere, si f(x) est constamment positif, et la 
deuxi^me, si f{x) est constamment nfigalif. 

Si, au contraire, f{a) est n^gatif, on a /'(&)>0; par suite, 
f{x) est constamment positif : et la courbe affecte alors Tune des 
deux derni^res forpfies : la troisi^me, si f {x) est positif, et la 
quatrifeme, si f{x) est n^gatif. 

268. MoYEN d'op^rer avec certitude. Cela pos6, il est Evi- 
dent que, pour avoir avec certitude une valeur de x plus ap- 
proeh^e que Tune des limites a, 6, qui la comprennent, il faut, 
dans le premier cas (fig. 1), mener la tangente au point A, qui 
correspond k la limite inf^rieure a, c'est-5-dire, poser 

il faut, dans le second cas, mener la tangente au point B, qui 
correspond k la limite sup^rleure 6, et poser 

II faut de m6me appliquer la formule [2] dans le troisi^me cas, 
ct la formule [1] dans le quatri^me. 

Ou remarque d'ailleurs que, dans le premier et le quatrifeme 
cas, oil Ton doit appliquer la formule [I], f{a) elf (a) sont de 
m^me signe, lafidis que fib) et f'{b) sont de signes contraires; 
et que, dans le second et le troisi&me, oix Ton doit appliquer la 
formule [2], f{b) et f''{b) sont aussi de m6me signe, tandis que 
f{a) et fia) sont de signes contraires. On conclut de 14 cetle 
r^gle g6n6rale : 

Lorsque Von connaitra deux limites^ a, b, qui comprennent une 
seule r(Uiine de Fiquation f (x) = 0, et qui en sont ainsi, chacuney 
une valeur approchee, sices deux limites sont assez rapprochees pour 
que, X variant de a a b, f (x) et f{\) ne puissent changer de signe, 
on prendra la formule 
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et Von y remplacera z par celle des deux limites qui rmdra f (z) et 
r(z) ds mime signe, 

Le risuUal sera une mleur de x plus approcMe que la limite dant 
on se sera servi* En subslituant cette ^aleur dans la mtme formule^ 
on obtiendra une nouvelle vakur encore plus approcMe; et ainsi de 
suite, 

869. Emplo] simultan^ de la methods de Newton et de la 
BiifTHODE DES PARTIES proporhonnelIiES. U cst facile de voir, que 
la milhode des parlies proportionnelles (861) donnerait pour 
valeur approchte x s^ OK, K itant le point oil la corde AB ren- 
contre I'axe des x* Gar on a^ dans cbacune des figures, 

a? = OP + PK, eta?=OQ— QK, 
ou ic = a4-PK, eta?=6 — QK, 

el Ton voit que : 



AP+13U' ^ ^^"^ AP + BQ* 

c'est-i-dire que les accroissements PK el QK sonf proportion- 
nels aux varialions des ordonn^es. 

On remarque, d'ailleurs, que si la m6lhode de Newton donne 
une valeur trop petite pour Xy la ni6lhode des parties propor- 
tionnelles donne une valeur trop grande, et vice versa. Par con- 
sequent, la valeur exacte de x estcomprise entre les deux ; et 
Terreur commise est moindre que leur difference. 

R]£SUM1. 

2^3. Operations pr^liminaires k ez6cuter, quand on veut r&oudre une 
Equation num^rique. — 2^4. Substitution de nombres entiers conse- 
cutifs. — 2o3. Ghoix des intervalles dans lesquels on doit faire de 
nouvelles substitutions. — 283. Th^ortoe qui limite les irr^gulari- 
t^s que peut pidsenter la courbe dont on fait usage. — 257. Substi- 
tution de nombres ^quidistants d'un dizi^mt'. — 258. Simplifica- 
tion des calculs dans le cas od Tequation est du troisi^me degre. — 

259. Application k un ezemple. Calcul des racines & 0,1 pr^s. — 

260. Calcul k 0,01 prSs. — 261. Emploi d'une proportion analogue k 
celle dont on fait usage dansla th^orie deslogarithmes. —262. Exem- 
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pie d'une 6qnation k laquelle les regies pr^cddentes s'appliqaent mal. 
— 263. M^thode de Newlon. — 264, 263. Applications k deux 
ezemples. — - 2C6. Representation graphique de la m6thode. — 
267, 268. Rectification de la m^lhode, qui nermet d'op^rer avec cer- 
titude. — 269. Emploi simultan^ de la methode de Newton et de la 
m^thode des parties proportionnelles. 

EXERCICE8. 

I. Determiner la racine reelle de T^quation 

On trouve : . » = 2^09455. 

II. Determiner la racine reelle de r^quation 

»»— 5»— 3=0. 
On trouve : »= 2,4908. 

III. Determiner les racines reelles de I'^quation 

a5» — 2ij4 _ i3flj» ^ 39aji _ 2005 + 4 = 0. 
Onti-ouve «= — 4,00317. 

IV. Determiner les racines reelles de r^quation 

flj3_8aj»— 8»+9 = 0. 
On trouve flPr—8,577, afa= 3,5577, «8=— 3,2438. 

V. Detei-miner les racines reelles de r^quation 

»* — 8x — 1 = 0. 

On trouve: «i=2,88879, afa = — 2,7639, a58=— 0,12509. 

YI. Partager une demi-sph^re) de rayon 1, en deux parties ^quivalentes, par 
un plan parall^le k la Itase. 

En designaDt par s la distance du plan parallMe au centie, on trouve : 

«« — 3a; + l=0. 



ClIAPITRE IV. 

RESOLUTION DES^QUATIONS TRANSCEND ANTES. 

270. But de ce chapitre. Nous nous bornerons k trailer, dans 
ce chapitre, qiiclques Equations Iranscendanles, choisies parmi 
celles que Ton rencontre dansles applications des sciences ma- 
lli6matiques, et qui nous permeltront d'exposer, d'une mani^re 
complete, les m^thodes auxquelles les g^om^tres out le plus 
souvent recours pour leur rfesolution. 

§ J. Application de la th^orie des differences h la resolution des Equations 

transcendantes. 

271. M^thode de r#.solution. La m6thode, que nous appli- 
quons aux deux exemples qui vont suivre, esttr5s-fr6quemment 
employ6e; elle consiste k substituer dans I'^quation propos6e 
des nombres 6quidistants, absolumenl comme dans le cas d'une 
Equation alg6brique. Lorsque Ton a trouv6 deux substitutions 
qui donnent, dans le premier membre, des r^sultats de signes 
contraires, on concliit qu'il existe une racine entre les valeurs 
correspondantes de x; et dans rinlervalle on substilue des nom- 
bres plus rapproch^s, qui permettent de resserrer la racine entre 
deux limites nouvelles et plus ^troites. Cela fait, on considfere le 
tableau qui comprend : !• les valeurs attributes k Tinconnue ; 
2« les valeurs correspondantes du premier membre de T^qua- 
tion; 3® les differences des divers ordres qui s'en d6duisent. S*il 
arrive que les differences d'un certain ordre, dn troisifeme par 
exemple, soient n^gligeables, on en conclutque la fonclion peut 
6lre remplac6e, sans erreur sensible, dans Tinlervalle consider^, 
par une fonction alg^brique (du second degr6, si la difference 
troisieme est consider6e comme nulle). La theorie de rinterpo-* 
lalion fera connallre cette fonclion; et, en la substituant au pre- 
mier membre de requation, on aura ramcn6 le problftme k la 
resolution d'une equation du second degr6. . 

Si les differences du* second ordre etaient negligeables, on 
ramfenerait requation k une equation du premier dejrr6; et la 
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m^tbode reviendrait k Temploi des parlies proporlionnelles, 
donl on fait usage, dans mi cas analogue, en se servant des 
tables de logarithmes. 

272. ExEMPLE I. Soit donn6e Tequalion 

e«—e-*—' 5,28437, 

equation qui se presenter en mecanique^ dans Vitude de la chainetle. 

Nous voyons que cette Equa- 
tion ne change pas, lorsqu'on 
remplace x par ( — x) ; par con- 
sequent, h chaque racine corres- 
pond une autre racine Egale, 
mais de signe contraire- 
-h — J- Pour mieux 6tudier cette Equa- 
tion, posons : 

2/ = e* — e~*, et i/ = 5,284a7; 

nous aurons alors les equations 
de deux ligncs, dont les points 
d'intersection ont pour abscis; 

ses les racines de I'Equation. 
La premiere de ces deux lignes AA' est une courbe transcen- 

dante, n*ayant qu'une seule branche infinie dans les deux sens. 

Cette branche, qui a pour asymptotes les lignes logarithmiques 

dont les Equations sont : 

x = \ogy et — a?=logt/, 

passe par Torigine des coordonnEes, qui est, en mEme temps, 
son centre. 

La seconde de ces deux lignes BB' est une droite qui passe 
Egalement par rorigine. 

Comme les deux lignes passent par Torigine, Tequalion est 
vEriGEe par a? = 0. En outre, il est facile de voir qu'elles n'ont 
qu'une seule intersection du c6tE des x positifs ; par consEquent, 
TEquation a une racine positive que nous allons dEterminer* 

Metton^ d'abord I'Equation sous la forme. 




u^ = e*— e-'— 5,208407 = ; 
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et chcrcbons les vaieurs que prend cette fonction pour des 
vaieora entiftr es de la variable x. Nous aurons : 



x = Q, e'== 1, c-*= 1, 

x=l, e'= 2,718, (r* = 0,368, 

a:.=:2, c' — 7,389, e-*= 0,135, 

Xz=zZ, c* = 20,086, C-* = 0,050. 



w, = 0; 
u, = — 2,934; 
ti, = — 3,314; 
u, = + 4,184. 



La racine est done comprise entre 2 et 3. 
Si maintenant nous clierchons les vaieurs de u, correspon- 
dant kx=^ 2,5, x = 2,6, a; = 2,7 .., nous aurons : 



a? = 2,5, 
X = 2,6, 
X = 2,7, 



w = — 1,1096; 
u= — 0,3489; 
w = + 0,5447;" 



et la racine est comprise entre 2,6 et 2,7. 

En partageant cet intervalle en dix parties ^gales, et en cal- 
culant les vaieurs intermidiaires de u avec leurs differences, 
nous aurons le tableau suivant : 



X 


u 


Au 


^^u 




2,64 


— 0,00792 


8871 


140 


2,65 


+ 0,08079 


9011 


142 




2,66 


+ 0,17090 


9153 


145 




2,67 


+ 0,26243 


9298 


145 




2,68 


+ 0,35541 


9443 






2,69 


+ 0,44984 









Les differences du second ordre 6tant peu diff^rentes^ la fonc- 
tion u«, prise entre x = 2,64 et a; = 2,65, peut etre consider^e 
comme una fonction alg^brique du second degr^. Onappliquera 
done la formule d*iuterpoIation de Nei/vton^ 

a?— », 1 a?-^a?o /a?— «o ,\ *• 

dans laquelle on devra poser: a;o = 2,64 A=0,01, 

tio=— 0,00792, AU| = 0,08871, AX = 0,00140. 
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Gomme on —x^ est la correction k faire k la valeur approch6e 

Xo, — r— ^ sera le nombre de centifemes de celte correction. 

Done, en nommant x le nombre de centi^uies que Ton doit 
ajouter h, 2,64 pour former la racine, on a : 

u. = We + jarAuo + 12 ^* 
e( u« devant 6tre nul, on en d6duit -. 

rn ^— ^0 ^(^— 1) AX 

Pour r^soudre cette Equation du second degr^, on peut pro- 
filer de ce que z est tr^s-petit, pour n^gliger d'abord le second 
terme du second membre, et prendre comme premiere ap- 
proximation : 

z=^ ^=0,0892797. 
Auo 

Puis remplacant z par cette valeur dans le second membre de 
I'^qualion [1], on trouve plus exactement : 

J? =0,089921; 

par suite, la valeur de a; est : 

aj = ± 2,64089921. 

S7S. ExEMPLB 11. R^soudre I'^quation 

[1] a sin*aj = sin (a?— q)y 

equation importanle qui se prismte dans le calcul des orbites des 
plan^. Soient donnas : 

log a = 0,5997582, 
et ^=13•40'5^01. 

Gomme nos tables ordinaires ne donnent pas les valours des 
sinus naturels, mais celles de leurs logarithmes, nous prendrons 
les logarithmes vulgaires des deux membres de I'iquation ; ce 
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qui du reste simplifiera beaucoup le calcul. L'6quation se pr£- 
seutera alors sous la forme 

log a + 4 log sin 0?= log sin (a? — q\ 
ou 

[2] M, = log a -f 4 log sin x — log sin {x—q) = 0. 

Pour obtenir une premiere valeur approch6e de x^ posons 

d'abord : 

a?=:g=r 13<»40'5>1; 

nous aurons : log sin x =T,3734 

4 log sina? = 3,4936 
log a =0,5998 
et CMogsin(a? — q) — 10 = oo 

done 1^^=4-00. 

De la m6mc manifere, nous Irouverons pour a? = 14*: 

log sin 0? =1,3837 

4 log sin 0?= 3,5348 
log a = 0,5998 
et CMogsin(a; — ^) — 10 = 2,2371 

done w« = + 0,3717. 

De cetle diminulion rapide de la fonction ti«, nous pouvons 
conclure, avec quelque probability, -que la valeur a?= 14» est 
tres-rapproch6e de Tune des racines de I'^quation. 

En efTet, on trouve par des substitutions directes : 

0?= 14*20'^ Wa, = -f 0,1096, 

x= 14<'30', u, = + 0,0322, 

. . a?=14«40', •w«= — 0,0277. 

La racine est done comprise entre 14^30' et 14«40', 
Partageant cet intervalle en deux parties ^gales, on aura : 

pour X = 1 4035', w* = + 0,0005. 

Par cons6quent la racine est comprise entre 14^35' et 14*40'; 
. et elle est tr^s-pr^s du premier de ces deux uombres. 
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Pour obtenir une valeur plus approch^e de Xj cherchons, k 
7 d^cimaleSy les valeurs de la fonction Ug correspondant aux 
yaleurs de Xy de dix en dix secondes, depuis x=. 14*35'; et 
formons l.e tableau suivant, apr^s avoir pris les differences 
successives: 



X 



u 


Au 


+ 0,0004870 . 


- 0,0009924 


— 0,0005054 


— 0,0009884 


— 0,0014938 


— 0,0009844 


— 0,0024782 


—0,0009805 


—0,0034587 





A*u 



—0,0000040 
— 0,0000040 
—0,0000039 



14*35' 

14*35'10*' 

14»35'20" 

14*35'30" 

14*35'40' 



On Yoit que, pour des valeurs de x ^quidistantes et assez 
voisines, les differences secondes de la fonction u« sont k peu 
pr^s egales; done le premier membre del'^quation propos^e, 
dans les limites restreintes que nous lui avons trac6es, peut etre 
consider^ comme une fonction algebrique du second degre. 

En procedant combie dans le cas precedent, on trouve : 



et en substituant les valeurs de u^y Au, et ^'^ contenues dans le 

tableau, savoir : 

u« = + 0,000 4870, 

AWo=— 0,000. 9924, 

AX =+0,000 0040, 



nous aurons : 



ou • 



= +4870 — 9924Z + 20(;s» — JS), 
z*—497,2z + 243,5 = 0; 



et, en prenant la plus petite racine de cette Equation du second 
degre (la plus grande surpasserait 596), on a : 

z = 0,4902267. .. 

Dans ce calcul, nous avons pris pour unil6 d'intervalle Tare de 
Alg. sp. B. 18 
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dix secondes; la correction sera done = 4'',902, et la racine, 
exacte aux milli^mes de secondes, est : 

» 

X — 14«35V,902. 

Si nous Toulons yirifier ce r^sultat, nous (rouverons : 

a? — g = 54'59",892, 
log sin a? = 1,401 07445 

4log sina;= 3,604 2978 

log a = 0,599 7582 

et CMogsm(a?—<y)— 10=1,795 9440 
done w^=:0; 

le r^sultat obtenu est exact. 

Mais r^quation [1] 6tant une Equation transcendante, outre 
cclti*. premiere racine r6elle, il pent y en avoir encore une ou 
plusleurs autres, ou m6me une infinite. 

En effet, lorsqu'on continue les recherches, on trouve encore 
sur la premi&re circonf^rence du cercle, trois autres racines 

a?i = 32« 2'28^, 

a?,= 137»27'59", 

Xzz=z 193« 4'18''; 

de plus, k chacune de ces quatre valeurs de re, correspondent 
une infinite d*autres, positives ou negatives, et qui sont toutes 
comprises dans Texpression g^n^rale 

0? + A; X 360*, 

k 6tant un nombre entier quelconque, positif ou n^gatif. 

S 11. R^solotion des Equations transcendantes par la mSthode 

des substitutions successives. 

274. M]£thode des substitutions successives. La m6thode« 
que nous appliquerons k Texemple qui vasuivre, est d*un emploi 
tris-commode dans tons les cas ofx la nature du probl^me per- 
met de I'adopter. Yoici, d*abord , d*une mani^re g6n6rale, le 
principc sur lequel elle repose« 
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Soil a?==<p(a?) 

une Equation (mise, comme on voit, sous une forme particu^ 
li^re) ; et supposons que Ton ait trouve une valeur approch^e a 
de sa racine : on aura, par suite, approximativement ; 

a?=:3>(a); 
soil b cette valeur; en Tadoptant, on trouvera : 

a?=(p(6); 
soit e cette troisifeme valeur; on en d^duira : 

et la s£rie des nombres a, b^ c, d...,qui pcut se continuer ind^- 
finiment, convergera, quelquefois,trfes-rapidement vers la veri- 
table racine. 

Pour appr6cler la rapidil6 de cette convergence, nommons 
{a-\-h) la valeur exacte de la racine; nous aurons : 

a-\-h = (f{a-\-h). 
Or, la fraction 9(a+h)-^ia) 

diff^re peude la d6riv6e <p' (a). On a done, en d6signant cette 
fraction par «?' (a) + « : 

(p (a -f-/0 = V (o) + «p («) + ^«; 
done a + /^ = ^«p' (a) + 9 (a) + /it ; 

et, par suite, (a -f- /ij — ® (a) = /ixp' (a) -{-fu ; 

Ferreur commise, en prenant <p (a) pour racine, est done, h tr6s« 
peu prfes, V(^)> c'est-i-dire leproduit de Ferreur pr6c6dente 
h par 9' (a). On voit que Ferreur diminue, si (p' (a) est moindre 
que 1 ; dans le cas contraire, la m^thode n'est pas applicable. 

27d. ExEMPLE. Determiner les racinjs r^elles de F^quation 

10* 

•^ = 329476* 
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II est Evident que cette Equation ne peut pas avoir de racines 
negatives, parce que, pour un x n6galif, le radical deviendrait 
imaginaire; nous n'avons done qu'ii nous occuper de la re- 
cherche des racines positives. 

Le calcul deviendra plus simple, si nous prenons les loga- 
rilhmes vulgaires des deux membres; T^quation devient alors : 



[1] 



a? = 1 log a? + 5,5178238...; 



elle est ainsi sOus la forme qui permet d'appliquer la mSthode. 

Enposant y = rc, el i/ = iloga? + 5,5I78238, 

nous aurons deux lignes, dont les abscisses des points d'inter- 
section representent les racines de Tiquatiou. 

La premiere est una 
droile, bissectrice de Tangle 
des coordonn6cs orlhogo- 
nales; la seconde est une 
ligne logarithraique, for- 
mic par une seule branche 
infinie, et ayant pour 
asymptote Taxe des y. Les 
deux lignes se coupent en 
deux points ; le premier tr6s- 
voisin de Torigine; Tab- 
scisse du second est com- 
prise entre 5 et 6. II ne peut y avoir d'autres points de rencon- 
tre; et, par suite, T^quation n'a que deux racines positives, 

Comme la valeur du lerme connu de T^qualion [1] est prfis 
de 6, posons, en premier lieu : a; = 6, et substituons cette vdleur 
dans le second membre de T^quation [1] ; nous aurons alors 
une valeur deo? plus rapproch6e que la premiere, 

a? = 1 log 6 + 5,5178 = 5,9069. 

En substituant cette seconde valeur de x dans Tdquation [l], 
nous aurons: . 




^log 5,9069 + 5,517 8238 = 5,903 5036^ 
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Poursuivaiit ce procidi, nous obtiendrons pour la troisi&me 
substitution : 

X = i log 5,903 5036 + 5,517 8238 = 5,903 3787 ; 
ensuite : a: i= i log 5,903 3787 + 5,517 8238 = 5,903 3741 , 
puis : a? = ilog 5,903 3741 +5,517 8238, 
ou a?= 5,903 3740. 

Le dernier r6sultat est exact k sept d6cimales; car on trouve : 

log a? = log 5,903 374 = 0,771 1004 
done: ^ log a? =0,385 5502 

5,517 8238 
d'od Jlogrr+5,5178.... = 5,903 3740 = a?. 

Si nous reprenons les considerations g^n^rales, par lesqueiles 
nous avons commence ce paragraphe, nous verrons, en les ap- 
pliquant k Texemple actuel, que Ton a : 

9 (a?) = ^ logo? + 5,5178238, 
loge 



<t'{<^) = h 



X 



Or, X itant k peu prfts 6gal k 6, cette valeur de <p'(a?) est k peu 
prts ^; et, par suite, chaque valeur obtenue est environ vingt 
fois plus approchte que la pr6c6dente. 
U nous reste encore k ^valuer la seconde racine de T^quation 

[1] a? — ^loga? — 5,517 8238 = 0, 

racine qui est comprise enlre et 1. Comme x est necessaire- 
ment une fraction tres-pelite, nous pouvons n6gliger le premier 
terme de T^qualion, qui deviendra alors : 

Jloga? = — 5,517 8238, 

logiC = — 11,035 6476 

= 12,964 3524; 

d'oii Ton lire a? = 0,00000 00000 09211 97, 
valeur exacte k dix-sept d6cima1es. 
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S IK. R^Iution' des ^uations transcendantesparla m^tbodede Newton. 

276. Expose de la mi^thode. La m^tbode de Newton s*ap- 
plique , sans modification , k la recherche des racines d*unc 
Equation transcendante, pourvu que Ton en connaisse toutefois 
une premiere yaleur approcb^e. 

Soit, en effet, 

F(a;) = 0, 

une Equation; et soil a une valeur approch^e de la racine, dont 
nous repn'isenlerons la valeur exacte par (a+^). 

On aura : F (a + /^) = 0; 

• 1 ^ F(a+/0-F(a) 
maifi le rapport r^ — ^— ^ ^ 

diil^re pen de F' (a) ; et Ton a, par consequent, en d^signant 
par c un nombre tr6s-petit : 

?>i4=lii2) = r(a) + .; 

d'oii Ton d^duit, en remarquant que V{a-\-h) est nul : 

h= m... 

F'(a) + e' 
ct — jrf\ est, par suite, une valeur approch6e de h, 

277. ExEMPLE I. Soit donn^e Tequation 

[1] 07'— 100=0, 

Substiluons d*abord k la variable x les nomores nalurels ; 
nous aurons : 

« 

0*;;=1, 1«=1, 2^ = 4, 3»=27, 4* = 256,... 

On en conclut que notre Equation n*£^ qu'une seule racine r^elle^ 
et que cette racine est comprise entre 3 et 4. 
Le calcul devient beaucoup plus simple, lorsque , au lieu de 
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Iraiter I'^quation sous ]a forme donn6e [1], nous prenons les 
logapithmes vulgaires des deux membres; nous aurons alors ; 

xlog^=2. 

Ainsi done nous aurons : 

F(a;)=:a?loga?— 2; 

d'oii F{x)=zlogx + loge: 

ot e d6s]gne la base des logarithmes n^p^riens. 

Cesvaleurs deP(a?) et de F(a:), substitutes dans laformule 
g^n^rale, qui exprime la correction fournie par la m^thode de 
Newton, donneront pour h. 

. _ V (x) ___ 0? log a?— 2 _ 2 — a; log a? 
~" P'(a?)~" io'jay + loge^loge + loga?' 

PREMii:RE APPROXIMATION. Nous avous trouv^ ci-dessusy que 
la valeur de x est comprise entre 3 et 4. Posons d*abord x= 3, 5, 
et calculous k 3 d^cimales. Nous aurons alors : 

a?=3,5 lege =0,434 

log a? = 0, 544 log ic = 0,644 



d*oii a;loga?=I,904 log e + log a? =0,978; 

et 2 — a? log a? =0,096; 

done ^ = oM^ ^'^^^ ' 

et la valeur approch^e de x sera : 

a? = 3,598. 

Deuxie:me approximation. Nous avons : 

a? = 3,598 log 6 = 0,434 2945 

done log X = 0,556 0612 log a? = 0,556 0612 



a?loga? = 2,000 7082, log 6 + log a? = 0,990 3557; 
el X log a?— 2 = 0,000 7082 ; 
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, . 0,000 7082 ^^^^^ 

^'"' ^ = - 0,990 3557 =-^^>QQ^^^ ^^^.^^^ 

cl a?= 3,598 — 0,00071 510 

OU 0?= 3,597 2849. 

TroisiAme approximation. Pour avoir une valeur de x encore 
plus approchSCy posons niaintenant : 

a? = 3,597 285; 
nous aurons : 

log a?=:0,5559404378 logrF=5, 55594 04378 

a?loga?= 1,99909 997677 log 6 = 0,43429 44819 



d'oiiaJloga?— 2 = 0,00000 002323, log a? + log 6=0,99023 49 19 7, 

ce qui donne pour valcur de h, 

, 0,00000 002323 

^ = 0,99023 49197 = ^'^^^^^ ^^^3458 ; 

at la valeur de a?, exacte it dix d6cimales, est : 

a? = 3,59728 50235. 
278. ExEMPLE II. R6soudre Tfequalion : 

(c — €Siria? = a; 
etSOieut « = 0,245 31615, 

loge=r,389 7262, 
a = 329*44' 27", 66. 

Cette iquation se prisente dans Vitude du mouvement elliptique 
des planetes, lorsqu'on cherche la position de Vastre dam son orbUe 
a une 6poque donnie. * 

Avant de passer i la resolution de eelte 6quation, nous aUons 
monlrer comment on rdduit^n degr6s un arc de cercle exprimi 
en parlies de rayons, el r6ciproquement. 
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On sail que, pour le Vayon = 1, la demi-circonf6rence du 
cercle, ou 180', est *gale k 

ic=3,14159 26535 89793 23846...: 

done Fare £gal au rayon sera : 

1 QQO 

1= —^ = 57» 29577 95130 82321.... 

= 57 •17'44",806247... = 206264", 806247.... 

C*e8t done par ce demiei norhbre quHl faudra multiplier la Ion- 
gueur d^un arc donni en parties du rayoriy pour le ramener a la 
mesure ordinaire des arcs; et reciproquementy en divisant lenombre 
de secondeSy que contient un arc de cercle^ par 206264,806247...., 
on obtient sa longueur en parties du rayon. 

Si, par exemple, nous voulions converlir en parlies du rayon 
Tare decerclc a = 329»44'27",66, nous aurions : 

a=l 18606 7",66, 

log a =6,074 4755, 
log206264^8 = 5,314 4251, 

done logo? =0,760 0504; 

et de \h, en parties du rayon, 

a? = 5, 755 067; 

en sorte que Varc de 329* 44' 27^ 66 vaut environ 5 \ fois le 
rayon. 

On donne quelquefois cette r^gle de conversion sous une autre 
forme, ^quivalenie h la premiere. D^signons par a la longueur 
d*un are en parties du rayon, et par a' le nombre de secondes 
qu'il renferme : si Ton divise a par la longueur de Tare d'une 
seconde en parties du rayon, on a 6videmment pour quotient a'. 

Ainsi T7. — *'. Mais Fare d'une seconde et son sinus sont 



arc 1" 

10 



^gaux i moins de —r^\ done : 



-^— . = «' et a = a' si 
sin l" ' 



sin 1*. 
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Ainsi, povr convertir en secondes un arc exprimi en parties 
du rayon^ il faut diviser $a longueur par sin 1*; et riciproque^ 
menty pour exprimer en parties du rayon un arc ivalui en degres^ 
minutes et secondes^ il faut le convertir en secondes, et multiplier le 
risultat par sin 1"^. 

Nous n*avons pas besoin de dire que le logarithme de sin 1' 
se trouye k la premiere page des tables. 

Geci pos£, d^terminons d'abord le quadrant du cercle, qui 
comprend Tare x; et pour cela, substituons k x^ dans Texpres- 
sion 

F(a?)=-a: — e sin a?— 5,755067, 

les valeurs linfeaires de 0% 90*, ISO', 270®, 390«. Le r6sultat sera : 

a?=0* 6sina?=s0 F (a?) = — 5,75... 

•c — 90* = ^ «sina?=0,25 ¥{x)= — 4,43... 

a?=180* = 7c «sina? = F(a?)=— 2,61 

a?=270*= -^ tsina?=— 0,15 F(a?)=— 0,79 

a? = 360*'=27c «sina? = F(a;)=+0,53 

Done Fare x est couipris entre 270* et 360*, ce qui ^tait facile k 
pr^Yoir ; et, comme son sinus est n^gatif, x est plus petit que 
a=329•44'27^66. 

PR£Mli:RE APPROXIBiATION, PAR PARTIES PROPORTIONNELLES. 

Posons d*abord a; = 320*, et calculous la valeur corrcspondante 
de P(T).Pour r6duire I'expression en degr6s, minutes et se- 
condes, nous multiplicrons, d'apr^s la r^gle, le tenne e sino? par 
206264,8..., ou nous le diviserons par sin l'^, et nous aurons : 

sin X = sin 320* = — sin 40* ; 

ou log (—sina?)= 1,8081, 

log 6= 1,3897, 
log 206264 = 5,3144, 

loy (— «sina? X 206264") = 4,51 22; 
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done 206264''x«sina?=— 32525"=— 9«2'5*; 

et de li x= 320\ 

— esina? = +9'2V, 

— a=— ^329<>4V28^ 
Done : F (a?) = — 42' 23" =— 2543*.; 

Tare de 320« est done trop petit. 
De la m^me maniire, on obtiendrait pour a?=330<^, 

F (a?) =+ ?• 17'12*= 26232''; 

done Tare x = 330* est trop grand, et la raeine de T^quation est 
comprise entre 320 et 330*. 
La difference des deux valeurs, 

F(320«)=— 2543* 
et • F(330o) =+26232", 

6tant 6gale k 28775*, pour un intervalle de lO*, nous pourrons 
idmettre comme valeur approch^e de x^ 

0?= 320^+ ^^ X 10«= 320*53'. 

Applioh^tion de la m^hode de Newton. On a : 

F(a?)=a?— esina?— 329*44'27", 06, 

F(a?)=l — ecoso?. 

Prenons la valeur approch^e de x comme point de depart. 
Soieni c = 320*53' et a? = a-t-/i; 

F(a) a — esina~-329»44'27",66 

nous aurons: h=— .^rr\= \ TtT • 

F (a) 1 — sCOSa 

|0g(_sina)=T,799 9616 logCOSa = T,889 7850 

log e= 1,389 7262 log 6 = 1,389 7262 

log206264 = 5,314 4251 log (e COS a) =4,279 5112 



log(_esina) = 4,504 1129 eCOSa = 0,190 3317 

d'oil —« sin a = 31923", 67 F'(a) = l— « COS* =0,809 6683, 

= 8«52'3",67. 
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Done «= 320»53' 

_esina=+ 8*J52'3^67 
— a=— 329<»44'27",66 

ct P(ot) = 36",Or. 

MiU h — i-L-''= 2 = ^ 44^48.... 

Mais /I— j^w^^j 0,8096683 ^ 

'Done x= 320*53' — 44^48 = 320^ 52' 15"52, 

valeur exacte aux centic^mcs de secondes. 
V6riflcalion du r/6suUat obtenu: Nous avons trouvi : 

a? = 320^52' 15", 52; 
done slna?=— sin39»7'44^48; 

et log (— $in 0?) = 1,800 0767 

loge = l~389 7262 

log206264" — 5,314 4251 

— • 

log(—esinir)= 4,504 2280 

D'oii — esina?=31932",U = 8•52'12^14. 

Or X= 320*52' 15", 52 

— esina?=+ 8*52' 12", 14 
_a=: — 329'' 44' 27", 66 



¥{x) = 0. 

Comma on voit, la mdlhode de Newton nous a donnfe, par un 
pcul calcul, la valeur exacle de Tare x. 

§ IV. Resolution de I'^qiiation aci=tangx. 

Cette equation se^presente dans la theorie de la chaleur, et dans la 
theorie des vibrations des corps etastiques, 

279. GonsidjSrations GENERALES. 1* Commc r^qualion ne 
change pas lorsqu'on y remplace x par (— x), il en r6sulte qu*4 
cliaque racine correspond une autre racine 6gale, niais dc signe 



DES DIFFERENCES. ^85 

contraire. Nous ne nous occuperons done que de la recherche 
des raciues positives. 

2* Lorsque x est posilif, il faut que la tangente le soit 6gale- 
ment, pour que (a? — tanga7).devienne nul. LeS arcs x sont done 
terminus dans le l", le 3% le 5«... quadrant du cercle, eHeurs 
valeurs sont comprises entre nr et (n + i) w; 'Jf 6lant 6gal h la 
demi-circonf6rence du cercle ou k 180®, et n 6taiit un nombre 
quelconque, entier et positif. 

3° Dans chacun de ces quadrants, Tare x va en augmentant 
depuis a:=n7r jusqu'^ 07 = (n-f-i)^; la tangente augmente d'une 
manifere continue depuis z^ro jusqu'i rinfini; par cons6quent, 
il y a dans chacun des quadrants indiqu6s une racine r6elle, et 
il n'y en a qu'une seule ; et T^quation proposiie admet une infi- 
nite de racines positives et negatives. 

4* L'6qualion 6lant v6rifi6e par a? = 0, la racine correspon- 
dante au premier quadrant est z^ro ; pour toules les aulres va- 
leurs de x^ comprises dans le premier quadrant, on sait que 
tanga?>>arca?. 

5* Si Ton repr6sente par (nw -|- an) la n"'® racine (a^ ^tanl 

moindre que ^j, il est facile de voir, que cet arc «» est d'autant 

plus grand que n est plus grand. 

Soity en e^et, u'tz + «»' la solution qui correspond a un nom- 
bre n' superieur kn, on a : 

tang (nw + an) = tang an= nic -|- on, 

tang (w'« + an) = tang an* = n'w -}- «»» ; 

or, n' 6tant plus grand que w, la difference n'w +«»• — n-K — »„ 
ou (n' — n)w-|-an' — an est positive, puisque (n'— n)7c est au moins 
igal i w ; done (n'lu -|- an ) surpasse (nw + On) ; done tang On* est plus 
grand que tang an; et, par suite, a.* est plus grand que an, 
comme nous Tavions annonc^. 

6* Si la valeur approch^e de la racine est trop grande, Tare 
est plus petit que la tangente ; si, au contraire, la valeur appro- 
ch^e de » est trop petite. Tare est plus grand que la tangente, 
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Gar, dans chaque quadrant, {x — tango?) est positif, tantqae la 
valeur donn^e k x est inferieure&la racine ; et devient negative 
dis que celle valeur surpasse la racine. 

S80. Galcul de la premiers RAaiiE. Geci pos£, d^lerminons 
la plus petite des racines, celle qui est termin^e dans le 
(roisiftme quadrant du cerclc. On salt que tang 180* = 09 
tang 225* = 1, et tang 270* = oo ; or, x £tant plu& grand que it, 
on a: 

arc 225* > fang 225*, arc 270*< tang 270* ; 

Fare X est done renferm6 entre 225* et 270*. 

Gherchons maintenant les valeurs lin^aires des arc compris 
entre 250* et 260*, et de leurs tangentes respectives (on trouvera 
ces valeurs, qui sent souvent fort utiles, dans une table, k la fin 
du volume) ; nous aurons : 

arc 250* = 4.363, tang 250* = 2,747, 

arc 252* = 4,398, tang 252* = 3,078, 

arc 254* = 4,433, tang 254* = 3,487, 

arc 256* = 4,468, tang 256* = 4,0 11, 

arc 257* = 4,485, tang 257* =4,331, 

arc 258* = 4,503, tang 258* = 4,705, 

On volt imm^diatement que Tare en question est compris 
entre 257* et 258*; ou que la valeur de Xf exprimie en parties 
du rayon, est entre 4,485 et 4,503. 

Nous admettrons done, pour premiere valeur approch^e : 

a? =4,503. 

PREHliRB APPROXIMATION PAR LA M^THODB DE NeWTON. NoUS 

avons r^quation : 

F(x) = a? — tang 0? = ; 

sa premiere d£riv6e est, par suite : 

r(x)= 1 V- = — tang*a?} 

^ ' cos*fl: ° 
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et le tcrmc de correction sera : 



. V{x) _ x — lang X 

W(x)^ tane'^a? ' 



'{x) tang'^ 

De plus, nous supposerons a;= 4,503. 

Nous aurons alors : x= 4, 503 

tang a? = 4,705 



et a? — tang a? = —0,202. 

r. I. 0,202 0,202 ^^^^, 

»^^^ ^ = -(4^705? = -^^=-^'^^^^ 

la valeur approch^e de x sera done : 

ari = 4,494. 

DEUXiiiME APPROXIMATION. Posoiis Xi = 4,494, ct calculous k 
sept d^cimales. Pour transformer Tare x en degr^s^ nous nous 
servirons de la table de reduction contenue dans les tables de 
Collet, pages 214,21 5 et 216. 





a?i = 4,^94 




. 3,49065 850 = 200* 


V 


1,00334 150 
0,99483 767= 57* 


- 


0,00850 383 

843 576= 29' 




0,00006 807 

6 787= 14" 




0,00000 020= 0",04; 


done ^ 


«! = 257^29' 14", 04. 


On en conclut : 


log tang Xt = 0,653 7870, 


et 


tanpra;i = 4,505 956. 


Par suite, 


laiiga?| — a?i = 0,011 956 



log [tang a:i — a?i] = 2,077 5859 
log tang* Xj = < ,307 5740 

log (—/i,) = 4,770 0119 
d'oil /»! = — 0,000 58886 ; 
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cc qui donnc une nouvelle valcur approch£c dc Xy 

rr, = 4,493 .411. 

Comme la valeur de x^ ^tait exacte aux milliftmes, Terreui 

iie Xt sera de Fordre de ttt.- 

10' 

Troisieme apphoximation. Le dernier calcul nous a donii^, 
avec une approximation de -rg-, environ, 

a^=tangrrs='4,49341. 

Pour obtenir une valcur de x encore plus rapprocliee, au lieu 
de prendre Xt = 4,49341, posons : 

tang 0^2 = 4,4.9341; 

ce qui facilitera de beaucoup le calcul. 
Nousavons d6j^ trouv6 (172): 

arc COtang 4,49341 = 0,21897 94968 94113; 

de plus, nousavons: 

arc tang 0?= 270* — Arc cotang a?; 

mais 270^=-^= 4,71238 89803 84690 

el arc cotang 4,49341 = 0,21897 94968 94113; 

done a?t=arctang4,4934l = 4,49340 94834 90577 . 

et tanga^= 4,49341 



d'oti tanga?2 — a?2= 0,00000 05165 09423; 

mais tang* a?, = 20,19073 34281 ; 

d nc I. __ a?— tanga? _ 0,00000,05165 0942 

^ tang^a? "" 20,19073 34281 * 

OU /i2 = — 0,00000 00255 815... 

Nous avons Irouve ci-dcssus : 

a;, = 4,49340 94834 906; 
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done iC3=2^iPj + ^ = 4,493409 457909, 

valeur exacte i douze dScimales; ce nombre, Iransformfe en dc- 
grSs et parlies de degr^, devient : 

a?j=257«2ri2",231224. 

Les tables de logarilhmes de Ylacq, tables k dix d^cimalesy 

donnent: 

tang a?3 = 4,4934 09458 ; 

ce qui s'accorde parfaitement avec le r^suitat obtenu. 

281. ABSOLUTION gBmBrale de l'Bquation. L'^quation 

[1] a?— tanga?=0, 

qui se distingue par la rapidity avec laquelle on arrive i la de- 
termination nelte et complete de ses racines, est, en outre, 
remarquable par la faciiit6 avec laquelle elle se prfite k une re- 
solution generate, analogue k celle des Equations alg^brique? 
du second degr6. 

Bn effet, il suffit de trois ou quatre substitutions successive^ 
pour obtenir Texpression g^n^rale de toutes ces racines avec 
une grande precision. 

Nous avons d6jJi 6tabli (page 285), que la ^"** racine est plus 

pelite que (n -}- -J w, ou que (2n + 1) r- Posons done : 

(2n + l)|=a! + 6, . ' 

equation dans laquelle 6 dSsigne la distance de Textremite de 
Tare X k celle du quadrant od il se termine. Nous aurons alors: 

tang a? = tang I (^^+ i)?— ^ =colangO, 
d'oii - tang6 = - 



tanga?* 

mais nous avons egalement, d'aprds T^quation propos^e : 

tang a? =!=: 0?; 
kLG. sp. B. 19 
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done tange=-, 

TT • I 

et [2] (2n+l)g=a? + arc.tang-. 

Or - est plus petit que 1 : on peut done ddvelopper eh sferie 
cette derni&re expression; et Ton a : 



'd'oii, en dteignant (2n+ 1) ^ par a : 



2 

[3] x=a--^^-^ + —,-... 

G'est de eette Equation que nous tirerons la valeur de x en fonc- 
tion de a. 

N^gligeons d'abord le terme - et les termes suivants : npus 

aurons a?;= a; si nous substituons eette valeur h x dans le second 
niembre de T^quation [3], nous aurons, en nigligeant les 3**... 
puissanees : 

1 

a 

tine nouvelle^substitution, avee suppression des 5** puissances, 

donnera : 

1,1 
i=a— 5 —'\ — r fn 



(»-i) '(»-j) 



/I , 1 \ , 1 _ 1 2 

Car la division donne : 

1 1.1 



a — 
a 



T""S+S+?+'' 
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En subsliluant celle valeur de x dans le second inembre dc 1'^- 

quation [3], en effectuant les divisions et en n6g]igeant les 

7'* puissances, nous aurons une valeur de x encore plus op- 

proch6e : 

1,1 1 



<5 \ » 

) 



{"-i-i^ K""^"^')* K''-^'^,' 

ii • . 1 2 , 13 

ou, en rtduisant, «=«- - -^ + y^.. 

Enfin, pour obtenir une nouvelle approximation, rempla^ons x 
par cette derni^re valeur, efTectuons les divisions et n^gligeons 
les 9" puissances ; le r6sultat sera: 

1 I 1. 1^, 1 






OU 

X 






ou 

— 12 13 146 

^—^■^5 3a» 15a* lOoa'*^ 

Un nouveau calcul donnerait le 6* terme de la s^rie, qui est 
781 
315a»* 

En remplagant, dans cette formule, a par sa valeur (2n+ 1) -, 
et tc par 3,14159 26...., T^quation se pr6sentera sous la forme : 

[4] a? = (2n + 1) . ^ — ., ^, ., X 0,63661 37723 67581 
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Pour avoir imro£diatement la valeur dela i^ydcla 2% de la 3'.... 
racine, on n'aufait qu*& substituer h n les nombres 1, 2, 3. . . . 
A mesure que le nombre n augmente , le nombre des termes 
diminue pour un mfime degr6 d'exactitude; et la valeur de x 
finit par se r^duire au premier terme 

lorsque n devient infini. 

Si, par exemple, on voulait obienir, k sept d6cimales, la 
10* racine, il suffirait des quatre premiers termes; on aurait : 

2r?+l=21, 
a?=21X90«=32,986 72286..,. (voy. Callet, p. 214) 

— 0,03031523 

— 0,00001857 

— 0,00000002 

« 

OU a? =32,9563890. 

Le calcul devient encore plus simple, lorsqu'on convertit les 
coef iicients de I'^quation [2] en degr£s, minutes et secondes; 
operation qui serait extr^mement simple it l*aide de la table de 
reduction de Gallet. 

On obtient alors : 

/^ I ,x nAU 131312",25 35479",24 
L5] ^=:i2n+l).90^-^-^^^^:^ 

18693" 12155" 8784* 



(2w+l)^ (2/14-1/ (2n+l)» 



•••* 



Calculant, d'aprfes cette formule, la 5* racine de I'^qualion, on 

aura : 

n=5, 271 + 1 = 11. 

11 suflira d'6valuer les qualre premiers termes, et encore le 
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quatri&me nlnflue-t-il que sur les fractions de secondes. On 
aura : 

iP=llX90» — (11937'>8 + 26'.66+0",12) 

= 11X90«— 11964",2& 

ou a?=llX90« — 3M9'24"26. 

Voici les valeurs des onze premieres racines : 

a?o= 90'» — 90% 

Xi= 3X90*— 12»32'48", 
Xi= 5X90*-- 7«22'32", 
a?,= 7X90«— 5M4'22\ 
X^= 9X90«— 4* 3' 59", 
a?5=llX90«— 3M9'24", 
a?fl=i 13X90*— 2* 48' 37", 
a77 = 15X90«— 2«26' 5", 
a;a = 17X90«— 2« 8' 51", 
rr, = 19X90*— 1«55'16". 
a:,o=^lX90»— P44'17". 

RESUME. 

270. But de ce chapitre. — 271. Indication de la methods des dilT^- 
rences. — 272, 273. Ezemples. — 274. Indication de la m^thode 
des substitutions successives. — 275. Ezemple. ~ 276. Indication 
de la mdthode de Newton. — 277, 278. Exemples. — 279. GonsidS^ 
rations g^n^rales relatives k la resolution de I'dquation a;=i tango?. 
— 280. Galcul de la premiere racine. » 281. Resolution g^n^rale do 
r^quation (v=tanga;. 
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LIVRE IV. 



EXERGIGE8. 

I. Etant donn6 un quadrant de cercle BCD, trouver un arc BM, tel que le 

secteur BCM soit 6gal au triangle CDR forrn^ 
par le rayon CD, la cos6cante CR et la cotan- 
gente DR. 

Soit Tare BM = of ; I'^quation k r^soudre sera : 

. a; = cotga7. 
Et Ton trouvera: 

=49•17'36^55, 
X = cotang« =0,860 3334. 

II. Trouver un secteur BCM, qui soit la moi- 
ti6 du triangle CBT form6 par le rayon CB, la tangente BT et la s^cante CT 




Equation : 
Solution : 



2ip=: tango?. 

a;=66«46'54',23, 

2a; = tanga!=2,33il22. 



III. Partager le demi-cercle ADMB en deui parties dquivalentes, par une 
corde XU men§e k Teztremit^ du diametre. 

On cherche Tangle MCD=9. 

Equation: 9 = 0039. 



Solution : 



9= 42*20' 47^25, 
9=COS9=0,7390851. 



IV. Etant donn6 un quadrant de cercle BCD, mener une perpendiculaire MP 
au rayon CB, qui partage I'aire du quadrant en deux parties ^gales. 

Soit Tare BM=jc; on obtient T^quation : 

2flf— -=sin2«. 



En posant : 

r^quation deviendra 
Solution de rezercice III. 



^-h'' 



jru=cosj?. 
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V. Determiner le secteur du cercle ACM, de manitoe qua la corde AM le par- 
tage en deux parties iquiyalentes^ o*est-&-dire que le triangle ACM soit 6gal aa 
segment ADM. • 

Soitl'arc AM=X; Tequation Ar^ndie sera: 

jr=2sinjr. 

Solution : % = 108«36' 13» 76, 

1=2 sin jr=l, 895 4942. 

VI. Mener d'mi point dela'circonf^rence deux cordes AM et AN,telIes qu*e11es 
divisent I'aiie du cercle en trois ][>arties dgales. 

Soit BGM=flp; on aura Tiquation : 

s + sm«=-. 

Solution: »=30«43'33',0, 

=0,536267. 

VII. Determiner, dans le quadrant BCD, Tare BM, de mani^e que cet arc 
soit egal i la corde BM prolong6e jusqu'au point F. 

Equation : «sin- = l. 

Solution: ' ff=84<»53'38',83y 

= 1,481 682. 

VIII. Resoadre r^quation : 

sin3a-sin«« ^p^Qs^saeS, 
cotangs— cotanga 

a etant ^gal k 32n9'24'',93. 

On trouve : « = 14* 14 35*,34. 

IX. Rteoudre r^quation : 10' = 19,3229 Xx. 
Op trouYO : « = 1 ,446 354. 

X. R6soudre Equation : «•= 17,64391 Xx. 
On trouve : * = 4,337 745. 

XI. Resoudrerequation : 

On trouve: a? = 3,644173675. 
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Cette Equation se pr^sente dans la thoSrie des spirales logarithmiques, et, en 
g^n^ral, dans la th6orie des courbes qui coincident dans tons les points avec 
leurs d^yelopp^es. 

XII. R^soudre Tiquation : 

(e'+er-) cos «— 2=0. 
On trouve : s= 4,7300 4099. 

Cette Equation se pr6sente dans la theorie de la chatnette. 

XIII. R^soudre P^quation : 

(<!* + c-*) cos a; + 2=0. 
On trouve : »= 1,8751 0402. 

XIV. R6soudre T^quation 

X 

tangap=— 



3«f 
4 



On trouve : Xt = 2,563 4342. 

3^=6,0586701. 

Les trois dernidres equations se pr^sentent dans la th6orie des corps elas- 
tiques. 



APPENDICE. 

RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS 

IMPORTANTES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DEGOBIPOSITIOIV DES FRACTIONS BATIOXNELLES. 

282. But de ce chapitre. Lorsque les deux termes d'une frac- 
tion sont des polynomes entiers par rapport a une m^me lettre a?, 
on peut, en effectuant leur division autant que possible, decom- 
poser cette fraction en un polynome entier par rapport ^ cette 
lettre, et en une autre fraction dont le num6rateur soit de degr6 
moindre que le d^nominateur. Le but de ce chapitre est de 
montrer, comment cette fraction pent eile-m6me felre d6com- 
pos^e en d'autres . plus simples. Nous supposerons seulement 
qu'on ait r6solu T^quation obtenue en 6galant le d6nominateur 
h z6ro, et qu'on en connaisse toutes les racines. Nous suppose- 
rons, en outre, que les deux termes de la fraction n'ont aucun 
facteur commun. 

§ I. Cas des racines inhales. 

285. Forme de la fraction dans gb cas. Soit la fraction ra- 
tiouuelie 

rii ^ 

oil f{x) d^signe un polynome en a?, de degrfi moindre que F{x). 
Soient a, 5, c, . . . . , ^, I les racines de I'^quation 

F(a?) = 0. 

Nous supposerons d'abord qu'ellessoient toutes in^gales. Nou<« 
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allons faire voir que, dans ce cas, on pent toujours mettre la 
fraction [1] sous la forme : 



F(a;) X — a^ x—b ' x — c^ "*'* x — k*x—l^ 

A, B, C, • . . . , K, L dSsignant des constantes. Pour le d6n>ontrer, 
nous consid6rerons A, B, G, • .. .K, L, comme des coefficients 
ind^termin^s , dont nous d6terminerons la valeur; puis nous 
v6riflerons qu*ils rendent I'^quation [2] identique. 

L'iquation [2] , si on multiplie ses deux membres par F (x) , 
devient 

Comme I'^quation [3] doit 6tre identique , il faut qu'elle soit 
satisfaite pour les valeurs a?=a, a?= 6, . . . . , aj=^ Si Ton fait, 
par exemple, x=:a, et si Pon remarque que, F(a) 6lant 6gal 
h z^ro, tous les termes du second membre disparaissent, excepts 
celui qui est divis6 par (a?— a), on a : 

en disignant par -^ la valeur que prend le quotient 

V(x) 

-^-^, quand on y fait a?=a. Or on a : 

F(a?) = F[a+ (a?— a)] = F(o) -f r(a)(a?— fl) -f y^ (x—a)^ 

* ^ 1.2....?n^ ' ' 

en remarquant que F(a) = 0, on en conclut : 

¥{x) ^„ ,..r{a), . , , ¥^(a) , . , 

-1^ = F'(a) + -r-V (a?— a) + •... + . ^ — (oj— a)"-* ; 
x— a ^''1.2^ ''' '1.2....m^ ^ • 

puis, en faisant a?=:a, tous les termes du second membre dispa- 
raissenl, i Texceplion du premier; en sorte que 



vmr^^'y- 
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et, par suite, T^qualion [3] devient : 

r(a) = AF(a); 
d'oti Ton conclut : 

Gette valeur de A n'est pas nulle; car/*(a?) = n'admet pas la 
racine a. Elle n'est pas infinie; car F(a?)=r n'a pas de racines 
6gales. 
On trouvera de m6me : 

Pour determiner les valeurs pr6c6dentes, nous avons com- 
nienc6 par admetlre la possibilit6 da d6veloppement [2] et de 
r6quation [3], qui en est une consequence. II est done n6ces- 
saire de d6montrer que ces valeurs, qui 6videmment sont les 
seules poissibles, satisfont effectivement. Pour cela, remarquons 
qu'en les adoptant, T^quation [3] sera satisfaite pour les valeurs 
a, 6, ... Af, Z de 0?; or f{x) 6tant, par hypothfese, de degr6 
moindre que F(a;) , cette Equation est de degri (w — 1) ; elle ne 
pent done avoir m racines, sans 6tre satisfaite identiquement. 
Ainsi ces valeurs rendent identique I'^quation [3] et, par suite, 
le d^veloppement [2]. 



284. Gas des racines imaginaires ini^gales. D'apr^s ce qui 
pr6c6de, en d6signant par f(x) un polynome de degr6 moindre 
que P(a?) , et par a, 6, c ...., *, I les w racines de P(a?) = 0, on a 
identiquement : 

Gette formule suppose seulement que les racines a, 5, ...., ft, i 
sont in6gales. Elle s'applique au cas oil quelqueS-unes d'entre 
elles seraient imaginaires. Seulement, dans ce cas, il sera con- 
venable de faire subir au second membre quelques reductions, 
destinies Ji en faire disparattre les quantit^s imaginaires qui y 
sont en Evidence. 



300 APPENDIGE. 

Soient a+p v/~ , a— ,8 v/^ , deux racines imaginaires ; il est 

facile de voir que /*(«+P \/^) et /*(«— P v^— l) ne difRrent que 

par le signe de v/--l ; en sorte que, Tune des deux expressions 

aant P+Qy/^, Tautre sera P— Q y^^. De m6me, F(a+pv/^) 

et F(a — p/^) pourronl Aire repr6sent6s parM+Ny^^^et 

M — N v^^^ ; en sorle que la somme dcs deux termes du second 
membre de [1] , qui correspondent aux racines consid^r^es, est 
de la forme : 



P+Qv/-i- ^ P-Qv/-i 



(M + Nv/-l)GT-a~Pv/-l) (iM — Nv/— l)(a:— or+pv/— l)' 

ou, en r^duisant au m^me d^nominateur, et supprimant les 
termes qui se detruisent : 

2(PM + QN)(a?— a) + 2PNp — 2QMP 
•(M^ + N«)[(^-«)^ + P*] 

On voit done que les deux fractions simples, qui correspondent 
k deux racines conjugu6es, peuvent fetre r^unies en une seule, 
donl le num6rateur est du premier degrfe par rapport 2i a?, et 
dont le denominatcur est du second degr^. 



S II. Gas des racines ^gales. 

S8S. Forme de la fraction dans ce cas. Si le denominatcur 
dc la fraction 

m 

m 

contient des racines 6gales , les formules pr6c6dentes ne sont 
plus applicables ; on pout neanraoins decomposer cctte fraction 
en d'aulres plus simples. Pour le montrer, nous 6lablirons 
d'abord le th6or^mc suivant. 

ThkorAme. Si a designeune racine multiple de Viquation P(a?)=0, 
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1(x) 
a son degre de muUiplicite^ la fraction rationnelle .Vt-t pourra tou- 

jours itre decomposee de la maniere suivante : 

m rW^ A n(:c) 

^ ^ ¥{x) {x—ar ' {x—af-'^i{xy. 

A designant ime constantCj fi (x) un polynome entier et rationnely 
Fi(x) le quotient de la division de F (x) par (x — a)*. 

On a, en effet, identiquemenf, quel que soit A : 

•- ■' ¥{x) {x—ayh\{x)^(x—a)-'^{x—a)''h\{xy 
Si nous d6terminons A par la condition 

[3] /•(a)-AF,(a)=0, 

le numfirateur du second terme da second inembre s'annulera 
pour x=a, et sera, par consequent, divisible par {x — a); en 
posant done : 

r(^)-AF,(:r)^ - 

, X — a '^ 

il viendra : frT-4=7 ^+/ M in / x ? 

ce qui dfimontre la proposition 6nonc6e. 

Remarque. Fi(a7) 6lant le quotient de la division de F(a?) par 
la plus haute puissance de {x---ci) qui puisse le diviser, Fi(a) ne 
sera jamais nul ; et T^quation [3] fournira toujours pour A une 
valeur finie. On pent remarquer que cette valeurne sera jamais 

nulle : car la fraction ^—^ 6lant r6duite i sa plus simple ex- 

pression, f{x) etF(aj) ne peuvent pas avoir deracine commune; 
et, par suite, le num6rateur f{a) de A ne pent 6tre 6gal \ z6ro. 

Aprfes avoir mis la fraction ^-^ sous la forme 

^ F(a?) 



{x—af ' (a; — a)*-^ Fi (a?)' 
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si Ton applique la m£me m^lbode au second terme de Tex- 
pression [1], on le mettra sous la forme 

m A, ■ U{x) 

*■ ■" {x—ay-^ "^ {x—ar-^V^{xf 

Ai 6tant une constante qui, cette fois, pent 6tre nulle, et U{x) 

une foncdon enti^re. 

/ to) 
On pourra de m6me decomposer ; xLip / v enunesomme 

■^ (a? — a)*~'r 1 \X) 

de la forme 

13] ^* 4- ^»^^^ 



(a;—a)--> ^{x — a)*-2Fi {x) ' 

fix) 
et, en continuant ainsi, on voit que la fraction proposte j^ 

peut 6tre mise sous la forme : 

r4i /(^)— A , At , A,,, ■ U{x)^ 

^^ F(a;)""(a7— a)*^(ir-a)»-*^*'' ^ {x—ay ?,(xy 

A, Ai, .. . A..1 6tant des constantes finies et d^termin^es, dont la 
premiere n*est pas nuUe. 

On peut remarquer que le degrfe ief{x) 6tant supposfe inf6- 
rieur k celui de P (x) , celui de /", (a?), est inf6rieur k celui de Pi (a?) ; 
car, en multipliant la formule [4] par P {x)y on a identiquc- 
ment : 

[5] f{x)=A¥,x+Atix—a)Vi{x)+... +kn^{X'-a)^'Vt{x) 

^{x—a)f^{x) 

or / (a?) est au plus du degr6 (m — 1) ; il doit done en fitre de 

rafime de {x — affj,x) : done fJix) est au plus du degr6 (m — « — l), 

landis que Pi (a?) est du degr6 (m — a). De plus, il n'existe aucun 

facteur commun entre U{x) et Pi(a?); car ce facteur, divisanl 

fj^x) et Pi (a?), diviserait f (a?), d'apr^s [5], et serait ainsi commun 

/ to) * 
a f{x) et k P to)' II r6suUe de 14, que la fraction ^4~( sepr6sente 

L 1 \X) 

f to) 
dans lesmftmes conditions que jij-^. 
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Soient maintenant b une seconde racine de F (a?)=0, et p son 
degr6 de multiplicity ; en sorte que Ton ait i ' 

V,{x)={x—by¥^{x); 

f (co) 
on peut appliquer la m6thode pr6c6dente k la fraction ~t^. ; cl 

Ton obtiendra une expression de la forme : 

Ux)_ B Bj , B^, , U(x) 

F,(a?)""(a?--6Pr(a?— 6)M'T-- • • '^{X'-by¥^{x)' 

By B|,. . . B^ 6tant des constantes d^termin^es, dont la pre- 
miere n'est pas nulle, et f^{x) 6tant unefonction entifere de degr6 
moindre que celui de Pj (a?), et qui n'a aucun facteur commun 
avec F, (x). II r^sulle de \k qu'en g6n6ral, si on suppose : 

ff 

f{x)={x—a)*{x-'b)K.. {x—c)\ 

m 

f (x) 
la fraction '^j-^ pourra fetre d6compos6e de4a mani^re suivante : 

/(a;)___ A . Ai . ^ A«-i 

h\x) (a;— a/"^(a?-a)*-*"^"' '' x—a 



I c Cl I I ty.! 

A, At,... B, B|,. . . G; Cl,... etant des constantes, parmi les- 
quelles A, B, . . • G^ ne sont pas nuls. 

La methode pr^c^dente, en prouvant la possibilite de cette 
decomposition^ donne en m6me temps le moyen de TefTectuer. 

286. La DiScoMPosmoN n'est possible que d*une seule ma- 
wiSre. Nous aliens maintenant prouver, qu'une fraction ration* 
nelle ne peut Atre mise que d*une seule maniere> sous la forme 
indiquee dans le paragraphe precedent* 
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Supposons,en effet, que Ton ait trouve deux dfeveloppemenls 
d'une mferae fraction ralionnelle : 

el 

ils sonl 6gau\, quel que soil x, Multiplions-les par {x — a)*, et 
faisons ensuite x=a; le premier se r6duit i A ; le second s'an- 
nulerait bi aucun de ses d^nominateurs ne contenait le factcur 
x—a. II faut done que les puissances de {x — a) forment les d6- 
nominateurs de quelques fractions. Soil, par exemple, a' =a;je 
dis qu'alors on doit avoir a' = a, A'=:A. Supposons en effet, s'il 
est possible, que Tun des deux exposanls, a par exemple, soil 
plus grand que Tautre; tirons de T^quation qui exprime Tegalitfi 

des deux developpements, la valeur de , _ . , et r6Juisons 

tous les aulres termes au m6me d6nominaleur ; on aura un r6- 
sultat de la forme : 

A __ (^(x) 

(a; — a)" ~" (a? — a)*-* tj/ »* 

ou f,=.(x-a)^y 

<p et vp d6signant des polynomes dont le second n'est pas divisible 
par (x—a), D'ailleurs A est une conslante; il faut done qu'elle 
soitnulle; car r6qualion prec6dente donne A = pour x=a. 
Done a=a'. 
jQ^dismaintenant que A = A' ; en effet, en 6galantles develop; 

pements, et en faisant passer le terme . ___ ., dans le premier 

niembre, on pourra recommencer le raisonnement pr6c6dent, 
et prouver que (A — A') doit ^Ire 6gal i z6ro. 

Les termes qui renferment les plus hautes puissances (x — a) 
dans les deux d6veloppements 6lant (5gaux enlre eux, on pourra 
les supprimer de part et d'aulre, et les restes seront 6gaux. II 
faudra, par consequent, que les termes qui, dans ces restes, con^ 



i 
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iicnnent les plus hautes puissances de(x — a), soientaussirgaiix 
cnire eux; ct, en continuant ainsi, on proavera que les fractions 
simples qui composent les deux d6vcIoppemenls, et, par suite, 
enfin, les parties enli^rcs E(a;),E'(a?), sont ^gales chacune a 
chacune. 

287. M^THODE POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS. POUF cf- 

fecluer la decomposition d'une fraction ralionnelle, on pent 
employer un proc6d6 beaucoup plus simple que celui qui r6- 
sulte de la m^lhode indiqu^e plus haut (285). 

Soientp^ la fraction propos6e, et (a?— a)" un facteur mul- 
tiple de son d6nominateur ; en sorte que Ton a : 

¥{x) (a?— a)»Fi(a?)* 

Pour trouver, par une seule op6ration, les fractions simples 

qui ont pour d6nominateurs les diverses puissances de {x—a'jy 

on posera : 

X — a=hf 

f(x) __ f{a+h) 
(a? ~ aj'^Fi (a;) JV'Fiia+hy 

Ordounant ensuite les deux polynomes /"(a+Zi) et P4 (a+A) 
suivant les puissances croissantes de /t, on aura : 



Si Ton effectue actuellemenl la division du num^rateur par le 

premier facteur du d6nominateur, en ordonnant le quotient sui- 
'' vani les puissances croissantes de hy on obtiendra des resles 

successifs dout lesdegres croilrontsans cesse. Le premier terme 
^f de Tun des restes finira done par ^Ire de degr6 6gal ou sup6rieur 

i n. On arrfetera aloFS Top^ration : le quotient sera de degr6 

(n— 1); et Ton aura: 

Alg. sp. B, 20 
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ou, en divisant les deux mcmbres par A*", rcmarquant que tous 
les lermes de 9 (A) coDtiennent /» iiune puissance ^u moins 6galc 
h fif el posant : 

il vient : 

I ?i(^)i 



SI Ton remplaee h par la valeur {x — a), le premier membre 
de cette Equation devient, pr^cis^ment, la fraction proposte ; le 
second se compose de la somme des fractions simples 

qui ont pour dtoominateurs les puissances {x — a), et d*une 
fraction rationnelle dont le d6nominateur ne contient plus de 
facteur {x — a). On traitera cette fraction de la m6me manidre 
que la proposte, pour en d^duire les fractions simples relatives 
aux autres racines, et qui complfttent le d^veloppement. 

288. Gas des raqnes imaginaires £gales. La m^thode que 
nous venons d'exposer ne suppose nuUement que les racines 
multiples de T^quation propos^e soient r^elles. On doit re- 
marquer seulement que, si elles 6taient imaginaires, on pour- 
rait, dans le r^sultat, grouper les termes deux par deux, de 
mani^re Ji faire disparatlre les imaginaires; mais il sera plus 
simple d*adopter, dans ce cas, une forme de d6yeloppementj 

dont la possibility r6sulte du th^or&me suivant. 

fCx^ 
THioRtiME. Si k dinominateur (Time fraction rationnelle r^ 

admet n foi s une racine imaginaire («+pv^ — l) et sa conjugu6e 
(« — p^ — 1), en sorte que Von ait : ' 
y(a;)=(a?-Hx--pv^=I)\'a?--a+p/=l)"P4(a?)===[(a?— a)»4-p«rF4(^^ 
ou pourra toujov/rs poser 

P e; Q etant des constanlesj et U (x) u/npolynome reel. 
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On a, en cffet, identiquement, quels qua soienl P et Q ; 

r„i/(£)_ m Vx+Q , f{x)-{Px-i-Q)V,{x) 

^ ^ m-[{x - «?+P']"F.{«)-[(aj-«)*+[l»J-'^[(a;-«)«-hP']"P,(jj)* 

Or, on peiit^ ^yidemmenty determiner P et Q, de mani^re que 
le num^rateur de la deuxi&me partie du second membre s'an- 
nule pour les hypotheses : 

et soil, par consequent, divisible par (a?— «)* -|- P'* 
Si Ton suppose, en effet, 

Fi (a dz p v/^) = M'lt iYy/— U 

la condition dcmandee equivaudra h 

et, en egalant s^parement h zSro le coefficient de ^— 1 et Ten- 
semble des terines riels, on obtiendra deux Equations qui four- 
niront, pour P et Q, des valeurs r^elles. 

Le nuni6rateur /"(a^) — (Pa? + Q)Pi(a?) 6lant divisible par 
{x — a)*-f-P*> on peut le repr6senler par [(a?-— «)* + p'I/i(a:), et 
requalion [2] devient alors : 

m rCa?), P^ + Q , n(x) 

^""^ V{x) - [{X - ay+ rr "*" [{x-ay + fk']^% {xy 

gi Ton applique le mfime procidi de decomposition it la ft*ao- 
Pia;+Qt f,(x) 
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et, cn conlinuanl de la m6me manifere, on verra que la fraclion 
Lr-Tpcut se decomposer de la manifere suivanle : 
f{x)_ Vx + Q . V,x + Q, 

Pn-,.T -f- Qn-I , /n-l(a?) 
■*'(^ — «)' + ?' "^ FlW 

fn-i{x) 6lant de degr6 moindre que Fi (a?), et n'ayanl aucun fac- 
tcur commun avec lui. 

En rapprochant ce r^sullat de celui qui a 616 obtenu (286), on 
obtienl le th6or6me suivant : 

289. Tn^ORiME. Si Von decompose le polynome ¥ {x) enfacteurs 
riels du premier et du second degre^ en sorte que Von ait : 

F(a?)~(a; — o)«(a?— 6)P....(a;*+pa? + 9)»....(a?»+ra;+5)*, 

onpourra decomposer la fraction ralionnelle-^^dela manieresui- 
vante : 

^ = E (x) +^^— ^ + ^^--^^^ 



"TTz »;\« T rz i,\»-i"r**"~r 



{x-by ' {x-b)>-^ (a; — '') 

■ Par + Q , PiX + Q, l'„-,a; + Q„-. 

"I (x'+px + ^r ' [x'-\-px-\-q)''-^''""'' (x'+iix+q) 

, i\X -j- O I , lim -i X -f-Dm-l 

"■ (5M-^^"+~^ x^-\-rx-{-s^ 

E ix) d6signant une partie enli^re qui pcut 6tre uuLc, el A, Ai... 
At^-^irBy Bi.... B^i, P, Q, des conslantes r6elles. 

Le proc6d6, qui nous a servi k prouver la possibilit6 de la de- 
composition donne aussi le moyen de reffecluer: et Ton pourra 
Tappliquer, pour former les tcrmes qui correspondent aux fac- 
teursdu second degr6 : a^'\-pX'{- q^ a^-^-rx+s.... 

Ott pourrait d6montrer, comme nous I'avons fait (286), que 
la decomposition en fractions de la forme indiqu^e pricedem- 
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ment n'est jamais possible que d'une seule mani^re et d^duire 
de 1^ un inoyen de trouver, par la m6lhode des coefficients 
ind6termin6s, les fractions qui r^pondent h une racine donn^e. 
Mais nous supprlmons ces details, qui ne pr^sentent ni difficult^ 
m inl6r6t. 

282. But de ce chapitre. — 285. Cas ofi le d^nominateur de la fraction 
k decomposer n'a pas de raclnes egales. — 284. Transformation du 
r^sultat dans le cas oCi il y a des racines imaginaires. — 28i>. Cas 
des racines Egales. — 286. La decomposition sous la forme pr^c^- 
dente n'est possible que d'une seule mani^re. — 287. M^thode pour 
calculer les coefficients. — 288. Cas des racines imaginaires Egales. 
— 289. Th^or^me general qui r^sulte de la theorie ezposfe dans ce 
chapitre. 

EXERfilCES. 

I. Si f (jp)=0 est une Equation de degre n, et a, b, o^..., k, I ses racines, 
on a, pour toute valeur de p plus petite que (n — 1) : 

On s'appuie sur la decomposition, en fractions simples^ de la fraction ——. 

9(05) 



II. 



III. 



3-f2.T -U ^ 



(2a;— 3)(5x— 4) 2a; — 3 5x— 4 

X _ 6 5_ 

a;»+lla; + 3J~a?4-6 of + S* 



X 1 x-^a 

^^' a' — a^» ~3a a— x) "^ '3a{x^+ ax -f- a')' 



ir(a?-l-l)(« + 2) 2x a;4- 1 ' 2^x + 2) 
4 + 3.1; 4 , 7 , .T — 7 



VII. 



X[X-'\){X-'-\-\) X ^x—\)^^x'-\-V 

3-fa; _ 8 l_ 



VIII 54-nx-2a;^ _ 17__l g L_ 

VI". (3+2^)3 - 2(3 + 2x)3^(3+2a;)' 2(3 + 2«)* 



2 



1-Jr 






.— *-r 



«.*at 



1 ( 



\'^^' 



XSL 









?:—«:-«-•» 






=— ^:— -I- 



\ 



CHAPITRE II. 

SUR LES EXPRESSIONS UAGINAIRES. 

§ I. Galcul des expressions imaginaires. 

200. But de l'introduction des expressions imaginaires 
DANS le calcul. La resolution des Equations du second degrg 
conduit, dans certains cas, k des expressions qui n'ont aucune 
valeur num^rique, et qui renferment I'indicatiou d*op6rations 
impossibles^ effectuer. G'est dans unbutdeg^ndralisationy que 
Ton a &i& conduit k employer ces expressions imaginaires. Nous 
avons vu, par exemple, qu'en les adoptant^ on a I'avantage de 
pouvoir inoncer, sans restriction, des th^orimes tels que les 
suivants : 

Toute Equation du second degr^ a deux racines. 

Danstoute Equation du second degr6,de la formeai'+P^ 
-f- g = 0, la somme des racines est 6gale au coefficient du se- 
cond terme, pris en signe contraire ; et leur produit est igal au 
terme tout connu. 

Ges avantages, qui dans le cas que nous citons, sont k pen pr&s 
insignifiants deviennent tr^s-importants dans la thtorie gene- 
rate des equations. 

Les expressions imaginaires peuvent aussi etre . introduites 
utilement dans la solution de quelques questions, comma nous 
le montrerons duns ce chapitre. 

291. D^FiNiTioNs ET CONVENTIONS. Oil douuc Ic ttom £ex- 
pression imaginaire k une expressi on de la forme a + y^ — K 
— K designant un nombre negatif i v^— R li'est pas un nombre, 
en ce sens qu'il ne peut servir de mesUre k aucune grandeur ; 
mais il peut figurer utilement dans Ics calculs , d'apres celte 
condition que son carre soil tovjours remplace par — K. Si Ton 
applique, en outre, aux nombras imaginaires toules les regies 
demontrees generaleaient pour les nombres r6els, les opera- 
tions relatives k ceS nombres seront sufllsamment definies, et 
fonrniront toujours, comme on le verra, des resultats de meme 
forme qu'eux. 
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292. Type de l'expression imaginaire. — K, 6tant n6galif, 
peut 6lre repr6senl6 par un carr6 pris en signe conlraire, — 6* ; 

le lype d'une expression imaginaire devient alors a + v^— ^*, 
que Von 6crit souvent : 

a + 6 v/^^. 



Remarque. On subslitue k y/ — 6* Texpression h v/— 1, en vertu 
de la convention faite plus iiaul : appliquer aux nombres imagi^ 
naires toutes ks regies (Umontrees giniralement pour des nombres 
riels. En elTel, — 6* pent 6tre consid6r6 comme le produil 
6'X( — 1): ct, en vertu d'unc rdglc d6montr6e g6n6ralement 
pour les nombres rdels, on peut faire sortir le facleur 6* du ra- 
dical. 

293. Expressions imaginaires conjuguiSes. Quels que soient 

les nombres r(5els a et b, Texpression imaginaire, (a+ 6 ^ — i), 
est la racine d'une-^quation du second degr6, 

La seconde racine de celte Equation est, comme on le yoit faci- 
lemenl, a — b^ — 1. 

Les deux racines (a + 6 v^— l) et (a — b yj— 1) se nomment 
ces expressions imaginaires conjuguees : leur somme est r6elle et 
egale h 2a et leiir produit 6gal k (a* + 6*). 

' 294. Puissances de y/^^. Dans les calculs que Ton effectue, 
surles expressions de la forme {a + b y/^), on applique (291) 
k ces expressions toutes les regies du cnlcul alg6brique, en ope- 
rant comme si v/— 1 6tait un nombre. Quelques g6omelres rc- 
pr^^sentent ce symbole par une leltre i ; et, dans les r6sultals, 
ils remplacent i* par — 1 : les puissances successives de i ou 
\/ — 1 se trouvent par \k d6termin6es : car on a : 

(v/=^>=i* = (i^)'=(- 1)2=1, 
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et ainsi de suite. On a, en g6n6ral, n,(lesignant un nombre 
en tier : 

» 

(v/'=l>»+» = i*» X i«=i«=_ I, 

(v/"^>"+* = i*» X i* = i* == — v/^ • 

• Toutes ces conventions sent nficessaires, si Ton veul pouvoir 
appliquer aux ealculs fails sur les expressions imaginaires, les 
regies g6n6rales relatives aux nombres r6els. Elles permet^tent 
de d6monlrer le th6oreme suivant, qui est fort important. 

29S. Produit des expressions imaginaires. TH^ORfeME. Si Con 
considere un nombre qadcoique d* expressions imaginaires^ 

. que Von effectue leur produit d^apres les regies de la multiplication 
algebrique, en remplagant les puissances de v^^^ par les valeurs 
indiquees plus haut; quel que soit Vordre dans lequel on opere^ le 
resultat sera identiquement le m^me^ c'est-a-dire que Von obtiendra 
la meme partie reelle et le mime coefficient riel pour ^^^ . 

Si nous remplagons, en effet, ^ — 1 par t, on salt que le re- 
sultat sera identiquement le m6me, quel que soit i'ordre que 
Ton adople pour les multiplications successives; et que les coef- 
ficients des m6mes puissances de i auront, dans tons les cas, 
les m^mes valeurs Si done, dans les polynoraes identiques, on 
remplace les puissances de i par les valeurs indiqu6es plus haut, 
savoir : i*" par 1, i*"+* par \/^, i**+' par — I, i**+' par — v^-^, 
les r^sullats ne sauraient 6tre difiF6rents; or il est tout i fait in- 
different de remplacer, k la fin du calcul, chaque puissance de i 
par sa valeur, ou de faire successivemenlles substitutions aprfes 
chaque operation parlielle : car ces substitutions se r6duisent 
lontes k remplacer le produit de deux facteurs 6gaux k i par le 
facteur — 1 ; et pen importe qu'on le fasse en une fois ou suces- 
sivement. 
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906. AppuGATioN. I(ous donnerons immidiatement une ap- 
plication du th6or&me pr^c^dent. 
Gonsid^rons le produit : 

P = (a + 6V"=^)(c-f:d^=n")(a— ft/^)(c— dv^'^n:); 

si on multiplie les deux premiers facteurs, on trouve : 

(a+J v/HT) {c + d^f^) = (ac— bd) + (ad+bc) /^; 

et, en multi pliant les deux derniers, on trouve : 

[a—b v^^) (c— d v/^) = (ac— W) — (ad+6c) v^^; 
en sorte que Ton a : 

P= [{ac—bd) + (fid+bc) v^^[(ac— 6d)— (ad+6c)v^^=Tl, 
ou, en effecluant : 

P = (ac -^ 6d)* + (ad + 6c)». 

D'un autre cdl6, en multipliant le premier facteur par le troi- 
si^me, et le second par le quatriime, on a : 

(a + 6y/irr)(a— 6y^Zri)=a*+fcS 

(c+civ^IIl)(c— d v/^) ^ c*+d«; 
done: P=:(a*4-6»)(c« + d^); 

ec qui donne la formule : 

(a* + 6*)(c» + d«) = (ac— id)«+ {ad + bc)^, 

Idtiuelle e§t, du t*este, ^xtr^mement fadile k verifier. 

i It. lhlM[)ducli()Q des iignes iHgbtiomiStH(}Ued ddbs left eipre!»idtia 

imagiiiaihBS. 

Wti FOAHB ftbUtELLS DB L*BJtPRE8Sl0N iMAGINAIHB. LeS 61- 

piGssions imaginaires peuvetit te meltre sous une forme parii- 
Guli^re^ qui simplifie Bouvent les calouls auxquels on doit les 

soutnettre. 
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Soil I'ex pression a + 6 ^—Tj 

si Ton pose : 

[1] as=pco8 7y b = pginf9 [%] 

on pourra, quels que soient a el b, trouver pour p una vateur 
positive, et pour f une valeur moindre que Sit, qui satisfassent 
h ces deux Equations; il sufiira de prendre : 

[3] p« = a' + 6*, tang(p=J. [4] 

Les Equations [3] et [4] se d6duisent| en effet, des Equations 
[1] et [2], en ajoulant leurs carr6s, et en les divisant menibre k 
inembre. 

R^ciproquementy si p et ^ont lesvaleurs indiqu^es par les 
^^quations [3] et [4], on aura : 

1 1 a 

COSf> = 



v/'+S 



div/l + laug»9 =1.4/1 , b' zty/b' + a'- 



b 

tang® a 
sin(p=^ ^^-^ 



*v/'+^ 



it:v^I + lang=*(p . ,/, , 6« dzv^6* + a* 



ef, en remplagant v/^*+^* par p, 

cos(p=^, sin 9=^; 

c'est— dire ar=dbpcos<p, 6=±:psin9; 

ce qui coincidera avec les Equations [1] et [2], si Ton a soiti de 
prendre pour 9 celui des deux angles qui, aydnt podl* tangenle 

-I a son sinus de mdnie signe que p. 

b'apr^s ce qui pr^c&de, une expression imaginaire (a -f- b^^) 
pent toujours se mettre sous la forme 

p (cos f + /^ sin <^)i 
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et ne peut 6videmment s'y meltre que d'une seule mani^re, 
(p'devant 6tre positif et <p moindrc que 2?^). 

P se nomme le module et <p Vargumeru de cette expression 
imaginaire. Nous allons voir qu*il y a un avantage de simplicity 
k mettre les expressions imaginaires sous cette forme. 

298 Multiplication des expressions imaginaires. Soit h mu- 
tiplier les deux expressions : 

p (cos <p + v/— 1 sin cp), p' (cos <p' + y/^ sin <p'). 

En effecluant le produit, et en remplagant seulement le carr6 
do y/^^ par — 1, on Irouve : 



pp' [cos 9 cos <p' — sin cp sin '^' + ^ — i (cos <p sin cp' + sin <p cos (p*)] 
= pp' [cos ((p + <p') + v/^ sin (cp + f% 

Par consequent, pour muUipHeVy I'une par Vautre, deuxexpres- 
sions imaginaires^ il faut multiplier les modules et ajouter les ar- 
guments. 

La regie pr6c6dente permet 6videmment de faire le produit 
d'un nombre quelconque d'expressions imaginaires. 

209. DiYisiON DES expressions imaginaires. Pour diviser, 
Vune par Vautre^ des expressions imaginaires^ il suffit de diviser 
les modules et de retrancher les arguments. On a : 

p(cos© + v/— I sin cp p , — - 

J^A -^ ' = I [cos ('^-cp') + v/-l sm cp -cp')l. 

p^coso^' + v'— -1 sin cp' p 

En effet, cette 6galit6 devient (!'vidente, si Ton chassc le d6no- 

minaleur, et que Ton effectue la multiplication du second mem- 

bre, d*apr6s la r^gle donn6e pr6c(^demment. 

« 

500. Puissances d'une expression imaginaire : cas oilr m est 
ENTiER ET POSITIF. Si Tou supposc quc Ics cxprcssions cL multi- 
plier deviennent toutes 6gales entre elles, les th^or^mes prece- 
dents prouvenl que : 

La puissance entiere d^une expression imaginaire a pour module 
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la puissance correspondante du module, et pour argument le pro- 
duit de ^argument par Vindice de la puissance, Ainsi I'oii a : 

[1] [p(cos9 + v^— 1 sin flp)]*"= p"* (cos m<p+ y/-^ sinm^p). 

Celte formule, duei 3foivre, trfes-importante en analyse, s'6tend, 
comnie nous allons le faire voir, au cas oil m d^signe un nom- 
l)re fraclionnaire ou n6galif. 

501. GASot.m EST Fractionnaire. Supposons d'abord quern 
y soil rcmplac6 par—,, rn! 6tant entier, il s'agit de raontr^r que 

Tfv . 

Ton a : 

[2] [ p(coscp-t-v-l sincp)r' = p"' (cosjJ+ s/- 1 sin J,j. 

Pour verifier celte ^galite, Elevens les deux membres h la 
puissance m' : le premier donnera, evidemment, pour r6suUat, 

P (cos + <p v^ — 1 sin <p); el la r^gle, donn6e pour les puissances 
entidres, monlre qu'ii en est de in^me du second. 

Remarque. Cos cp ct sin © 6tant donn6s, cos -^- et sin ■^, ne 

sont pas compl^tenient d61ermin6s; ils restent susceptibles 
de plusieurs valeurs distincles. II en r6suUe aussi des valeurs 
distincles pour Texpression 

[ p (cos <p + V— 1 sin ©)]■" J 

ce qui est conforme aux principes indiques dans la th^orie des 
equations. 
Si nous consid^rons maintenant le cas, ou* Texposant m est 

remplac6 par une fraction — , il faut prouver que : 

[3] [ p (cos <f + yCTT sin 9)]"= p" (^cos ^ + y/^l sin ^) . 

En effet, 61ever une expression h la puissance — ,c'est, par de- 
finition, en prendre la ra.Mne n™% puis 61ever le rdsultat k la 
puissance m™% Or, les formules [1] et [2] permettent^e faire 
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successivement ces deux operations ; et Ton est ainsi conduit h 
la rorraulc [3]. 

508. Gas ot m est n^gatif. Supposons enfin que m ait unc 
valeur negative — m' ; ii faut prouver que Ton a : 



[p(cos9 + v^^ sin9)]-"*'=p-"" [cos (— • w'f)+ v^— 1 sjn(— m»l. 
Pour cela, remarquons que^ par definition : 



[ p (cos <p + v^— 1 sin 9)]-'*' = 



1 



or 



[ p (cos <p + v'— 1 sin <p)l"'^ 
1 



[p (cos^p+v^^ sincp)]"*' p^^Ccosm'^-j-^"-! sinm'cp) 
puisque m' est positif (300); mais on a : 

1 cos + \/*^ sin 

p«^' (cosm'f-j- v/^ sinm'<p)] p»' (cosm'9 + V^ — 1 sin m' tf) 

=p-~' [cos (— m'(p) + v^— isin (— m'y)] : 
ce qu*il fallait demontrer. 

S III. Applications. 

Nous indiquerons quelques applications des formules prfice- 
dentes. 

• 505. Th^orI^me. Tout trinome de la forme x* + p\* -{- q est d6^ 
composable en dmx facteurs riels du second degri, 

Posons a;*=z. Nons distinguerons deux cas : 

1* Supposons que r£quation du second degr^, 

ait deux racines r^elles « et p; on aura : 

z*+pz +g = (z—ol) («— P)j 
ct, par suite : 

0?* + pa?' + g = (op'—- «) (a^— p)* 
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2"" Supposons que T^quation do second degr6, 

j5*4-pz+9=o, 

ait deux racines imaginaires, « + p v^^ l » « — P /--l ; on aura : 

'^•+P*+«=(«-«-Pv^^)(^— « + Pv/^)5 
et, par suite : 

[1] aj*+pa?* + g=(a?*— a-.pv/~0(^*— « + Pv^^i 
ce qui pent s'ficrire : 

X (a? - >/«-Pv^^) (a?+ V«— Pv^^i)- 
Puis, en posant : 

«+ p v^^ = p (cos 9+ V'"-^ sin(p), 
a — p v/^^=r f (cos^— v^^ sin<p), 
et, par suite (292), 

v/a+Pv^^ = v/p(cos|+/risin|), 

V«-Pv^^=-l = V^F(cos|-v^=nsin|), 
il vient : 

= [a;-^p(cos|+v/=^sin|)][a;+v'F(cos| + v^lsi.,|)] 

X [«— V^P (cos|— v'^^ sin|) J U+^/f^cos |— v/^H sin |) J 

ou, en r^nnissant le premier et le troisi^me facteur, et le second 
et le quatri^me, qui, ^videmment, sout conjuga^s : 

= [(« — V^cos|) + p sin»y n a;+v/p"cos2^ + p sin'|J; 
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ctle trinonie est ainsi d6compos6 en deux facleurs rfiels du se- 
cond degr6. 

504. Probl^me. Exprimer cos nicp et sin m? en fonction de 

cos cp et de sin 9. , 

On a : 

(cos<p + v^ — 1 sin(p)*" = cos7n(p+ y^^^sinrnw 

en d6veloppant le premier merabre par la formule du binome, 
et en d^galantler6suUatau second meinbre, c'cst-i-dire, en dxri- 
vant que les parties r^elles sont 6gales, ainsi que les parties 
imaginaires, on a : 

m(m — 1) _ , . « 

C0SW(p=C0S*cp i— - — ^ cos^-'cpsm'cp 

, m(m — \)(m — 2)(m-3) m_t • 4 1 
H — ^V^3^^^ ^C0b'^*(?sin*cp4. ..., 

, . m(m — l)(m — 2) ^.. . . , 

sinm(p=mcos"^*<psincp ^Y'i cos"*+*<psin'(p + 

1 1 

508. Probleme. Evduer \'^ + -;^en fonction dex+ -. 



• 




Posons : 


a; = cos <p + V^ — 1 sin 9 ; 


et, par suite : 


- — cos?— v^ isincp; 


on en tire, d'une 


• 
part : 




0? + -— 2cos<p: 
' X ^' 


et, de I'autre : 






a?»» = COS m? 4~ V^ — ^ sin m©, 

• 




— cos ma> — i/ — 1 sin mcp; 



d'ou I'on conclul : 



a?™ 4- — =-. 2 cos mtp. 
tit/ 



^ 
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Ainsi, la formule, qui donne cosm^ en fonction de coscp, pen 






a?"* 1 

metlra de calculer — - — en fonction de a?H — , 

2 X 



Remarque. Pour obtenir la formule demand^e, nous avons 
suppose k X une yaleur imaginaire 



a? = cos© + v^ — 1 sin<p; 

le r^sultat est-il suffisamment ^tabli pour une valeur r^elle 
quelconque de a?? Pour d^montrer que la formule est g6n6rale, 
il faut remarquer que, si Ton chasse les d^nominateurs, elle est 
de degrd 2m; et Ton sait, par la th6orie des Equations, qu'elle 
doit alors £tre identique, si elle a lieu pour plus de 2m valeurs 
reelles ou imaginaires de la variable. 

R^SUMti. 

290. On rappelle qne les expressions imaginaires se sont introduites 
dans un but de generalisation, dont rimportance deyiejitplus grande 
encore dans la suite de Palg^bre. — 291. Une expression imagi- 
naire, n'^tant la mesure d'aucune grandeur, n^est pas un nombre '• 
mais, k I'aide db conyentions coaveDables, elle ))eut figurer utile- 
ment dans les calculs. — 292. Cn a Thabitude de donner aux expres- 
sions imaginaires la forme (a+6v/^). — 295. Toute expression 
imaginaire est racine d'une Equation du second degr6 ; Tautre racine 
se nomme expression conjugu^e. — 294. Puissances successives de 

\/^l. — 293. Un produit de facteurs imaginaires ne change pas, 
quand on inter vertit les facteurs. — 296. Application du theorems 
precedent k la demonstration d'une formule d'algdbre entre nombres 
reels. — 297. Expression trigonometrique des expressions imaginai- 
res; definition du module et de Targument. — 298. Produit de deux 
expressions imaginaires. — 299. Quotient de deux expressions ima- 
ginaires. — 300. Puissances entiSres d'une expression imaginaire. 
— 301,302. Extension du r^sultat obtenu au cas d'un exposant 
Iraclionnaire ou negatlf. —303, 304, 305. Application des formules 
pr^c^dentes k quelques r^sultats od ne figurent plus que des quan- 
tit^s reelles. 

Alg. sp. B. 21 



328 APPENDIGE. 

EXERCICE8. 

1. Dimontrer, sans avoir recours k des expressions trigonom6triqaeSy que 



V/a+by/— 1 

■ 

est la forme p + q^^l • 

On applique une m^thode analogue k celle qui est exposee (I, 217). 
• n. Trourer les racines r^elles ou imaginaires de T^quation 



3 i:- 



2«V^ic— 3«i7-=20. 

Ontrouve: «^±8, x=dz ^i/ ^^ZTi, 

III. n ddsignant un nombre impair premier ayec 3, (s+y)*— x" — y* s'an- 
nule pour «=]/ 1 "^ "^ ""' ) • 

On applique la formule de Moivre (300). 

lY. R^soudre I'^quation 

as*— 2«' cos 9+ 1=0. 

On trouve 2 valeurs pour a:*, et Ton en tire 6 yaleurs pour x, en rempla9ant 
9 par tous les arcs qui ont le m6me sinus et le m6me cosinus. 

. Y. Quelles sont les expressions imaginaires, dont la puissance m"* est 
r^elle? ^ 

On trouve : r fees — + ^~\ sin —) . 

\ wi *** / 

YI. Trouver une expression imaginaire^ dont le cube soit dgal k Tunite. II en 
existe deux dont chacune est le carr6 de Tautre. 

—1 it t/ *} 

On trouve : L.^-.. 

2 

YII. En nommant a I'expression dont le cube edt ^gal k Punit^, verifier la 
formule : 

(a+&+c)(a+6a+ca^)(a+bflt»+ca)=a«+b» + c»^3a6c* 

Ou effectue les calculs indiqu^s. 

YIII. Le module de la somme de deux expressions imaginaires est plus petit 
que la somme de leurs modules et plus grand que leur difference; 



CHAPITRE III. 

RESOLUTION DES EQUATIONS DU TROISIEM^l DEGRE. 

S I* Formules g^n^rales pour la r^solation des Equations 

du troisi^me degr^. 

306. REDUCTION DE l'^quation GisN^RALE. Soit I'^quatioD du 
troisi&me degr6 : 

[1] 9(a:)=a;'+aa?*+6a?+c = 0. 

Posons x^af'\-h; 

elle deviendra: 

et, si nous posons : (ff\h) = 0, 

c*est-Ji-dire 6/i4-2a = 0, ou /i = -~3a, 

r^quation en ccfne contiendra pas de terme en x'\ et sera de la 
forme 

C'est sous eette derni^re forme que nous ^tudierons T^quation 
du troisi&me degr£, en supprimant Faccent de la letlre x. 

307. RiSsoLUTiON DE l'6quation a;^ = 1 . Nous commencerons 
par trailer T^quation plus simple 

[1] rc»=l* 

L'une de ses racines est, 6videmment, a;= 1. Pour avoir les deux 
autreSy ^crivons la propos£e sous la forme 

«^— 1 = 0, 
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et divisons le premier membre par {x — 1); nous obliendrons : 

a?* + a?-f 1 = 0, 

doTjt les racmes sont : x = . 

L'unit6 a done une racine cubiquc r^elle, £gale k 1, et deux 
racines cubiques imaginaires ; dans ce qui va suivre, nous rc- 
pr^senterons Tune de ces derniferes par la lettre a ; Tautre sera 
a', comme on peut facilement le v6rifier : 



(=i±iE!)=i 



— 2y/— 3 — 3 __ — 1 — v^— 3 
4 2 ' 



II est clair, d*ailleurs, que, si Ton a : 

on a aussi : a* == 1 , ou («*)• = 1 ; 

done a* doit fttre racine de T^qualion [1], toutes les fois que « 
y satisfait lui-m6rae, 

508. RESOLUTION ALG^BRIQUE DE l'EqUATION DU TROISIEME 

degrE. Reprenons actuellement I'^qualion, 

[1] a?'+pa?+^ = 0> 

k laquelle peut se ramener (306) toute Equation du troisi^me 
degr6 ; posons, pour la r^soudre : 

x=y+z; 
elle deviendra : 

l/»+3y«js4-3yz«+js»+p(y+«) + g=0; 
ce que Ton peut 6crire : 

i/'+«'+(y+«)(3t/-j+p)+g=o. 

y t\z ^tant assujettis k la seule condition d*avoir pour somme 
la racine cherch^e x^ nous pouvons 6tablir entre elles une rela- 
tion arbitraire> et poser 

[2] 3i/z+p = 0; 
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I'^quation devient alors : 

[3] t/' + if»+g=0. 

Or, on rSsDudrales Equations [2] et [3], en remarquant qu'elles 
font«connatlre la somme et le produit des quantit^s y^eiz^; on 
a, en effel : 

y* et 2* sont done les racines deT^qiiation, 

et, par consequent, ces deux quantit^s sont respectivement ; 



a^V 4 27' 2 V 4 27* 



On en dMuit : 



[41 



-v+.=^/3|+^|V|; + \/-|-y^l+^4 



509. NOMBRE DES RACINES FOURNIES PAR LA FORMULE. La for* 

mole pr&6denle exige quelques explications. Un nombre quel- 
conque A a Irois racines ciibiques, puisque T^quation 3;* = A 
adinet n^cessairement trois racines. Pour obtenir ces trois ra- 
cines, il suf/it d'en connaltre une seule, et de la multiplier sue- 
cessivement par a el par a*; ce qui, fividemmenl, ne change pas 
son cube (507). 

D*apr6s cela, la formule [4] qui donne la valeur de a?, semble 
fournir neuf solutions ; car chaque radical a trois valeurs, et 
rien n*indique la d^pendance i 6tablir enlre elles. On doit re- 
inarquev pourtaiit, que cette d^pendance existe; nous avons, en 
effel : 

[2] ^^ = -3' 

« 

le produit dcs deux radicaux doit done 6trc r^el et ^gal h 
P 
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Solent, d'apr^s ccla, A ct B deux valeurs des raciites cu- 
biques remplissant cette condition; de telle sorte que Tune des 
racines de I'^quation propos^e soit : 

les valeurs de |/ et de z sont> outre A et B : 

aA, a^A, 

aB, a^B ; 

et il est clair que, le produit AB 6tant r£el, les seules combi- 
naisons qui puissent 6galement donner un produit riel, sont : 

Xj = aA + a*B, 

a?, = aB-j-a*A; 

ct le nombre des solutions se r^duit h trois, comme cela devait 
Clre. 

§ II. Conditions de r6alit6 des racines derequation a5»+fMo+9+0. 

310. EXAMEN DES CAS QUI PEUYENT SB PRESENTER. On peut 

rcmarquer d'abord que les Equations 






ont leurs racines 6gales et de signes contraires; car, si Thy- 
polhfese a?=a v6rifie Tune, rhypolh^se a? = — a satisfera k 
I 'autre. 

D'apr^s celo, nous nous bornerons a chercher dans quel cas 
r6qualion 

peut admettre trois racines r6elles, q dfisignant un nombre 
positif. 

La regie de Descartes nous apprend tout d'abord, qu'il faut 
n^cessairement que p soit n^gatif. S'il en ^tait autrement, 
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r^quatiou [1] n'aurait, en eSei^ aucune variation; et la trans- 
form^e en — a? 

— a?* — px + q = 

n'en aurait qu'une seule. L'Squation aurait, par suite, ane seule 
racine negative, et n*aurait pas de racines positives. 

5 it. GoNDinoNs DE R^ALiTii. Examinons done le seul ca§ ot 
p est n^gatif. L'^quation a alors, d'apr&s la r^gle de Descartes, 
une seule racine negative; elle peut avoir deux racines positives, 
ou n'en pas avoir du tout. Ge sont ces deux cas que nous vou« 
Ions distinguer. ^ 

L'^quation propos6e peut s'ficrire : 

q=: — oj* — px=^x{ — p — a?') , 

p 6tant un nombre positif. 

Si X varie de i v^^, le produit a?(— p — a?*) est d'abord nul; 
il augmente jusqu'i un certain maximum ; puis 11 diminue, et 

redevient nulpour a?=v'— p. Si done le maximum surpasse g, 
il y aura deux valeurs de x, pour lesquelles ce produit sera 6gal 
k q; et T^quation aura deux racines positives, moindres que 

\/ — p. Si le maximum du second membre est.moindre que g» 
r6galit6 est impossible pour Ics valeurs de x comprises entre et 

v/ — p, et, par suite, pour toutes les valeurs positives deo?; car le 
second membre deviendrait n6gatif, si x^ ^tait plus grand que 
— p. S'il arrive enfin, que le maximum du second membre soit 
pr6cis6ment 6gal k g, r6galit6 ne pourra avoir lieu que pour une 
seule valeur de x; et les deux racines deviendront 6gales. 

La condition de r^alitS des trois racines s'obtiendra done en 
cherchant le maximum de 

x{-.p—x''), 

et en 6crivant qu'il est moindre que q. Or, ce maximum cor- 
respond k la valeur de x qui rend la d^rivee 6gale k z^ro. et qui 
salisfait, par suite, k T^qualion : . 

— p — 3a;* = 0, 
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Pour celte valeur, i/ — |, le produit a?(— p— a?*), dcvieiit : 



^^4/ P mi 4 / iiL*- 



la condition de r^alit^ des trois racines est done : 



q< 



V 27' 



OU 4p«+27^*<0. 

II faut en outre, comme on Ta vu, que p soit n^gatif; mais cetfe 
condition est ^videmment n6cessaire k Texactitude de Tin^ga* 
]il6 [jr^c^denle; et il est inutile de la mentionner k part. 

312. R^suM^. D*apr^s ce qui pr6c6de, et en nous servant des 
pridcipes g^n^raux de la throne des Equations, nous pouvons 
6tablir les propositions suivantes, relatives k I'^quation 

. [1] a^+px-^-qz^O. 

!• I4 somme des trois racines est 6gale k z6ro. SI Tune d'entre 

elles est imaginaire et de la forme (a+p v^^^), il y aura n6- 
cessairement encore une autre racine imaginaire de la forme 

(a— pv^ — 1); et il n'y en aura qu'une seule. 

2* Le terme tout connu est 6gal au produit des trois racines 
pris en signe contraire. Si deux Equations de la forme [1] ne 
difliferent entre elles que par le signe du terme connu, leurs ra- 
cines seront respectivement ^gales, mais de signes contraires. 

Ainsiypar exemple, les racines de T^quatiDn, 

. . a?» — 39a;+70=0, 

6tant 2, 5 et — 7, celles de T^quation 

0^—390? — 70=0 

seront — 2, — 5 et +7. 

3» Lorsque p est positify liquation admet deux racines ima- 
ginaires. 
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4« Lorsque le pesipositif, Tiquation admet deux racines iraa- 
ginaires. 

5*» Lorsque p est negatifj T^quation a trois racines rielles et 

inigaleSy si (§7 +t) ^^^ n6galif; eile a trois racines rielles y dont 

deux igales, si (I^+t) ^^* ^^^^' Enfin elle a deux racines imor 
ginaires, si (f 7 + t") ^st positif. 

Ainsi, par exemple, les (Equations suivantes ont: 

ir»+100a?±16=0 

ar'+ 12iFdzl6=0. .... 

^ _,_jg___Q>2 racines imagmaires; 

a^— 7a?±:16 = () 

a?' — 120? ±16 = 2 racines r^elles ^gales ; 

a;»— 20a7±16=0)^ . . „ . , <, 

a;3-100a?dzl6=oj^ '^"'"^^ '^""'^ ^"^^^^'^- 

§ III. Resolution trigonomelrique des Equations du troisi^me dogr6. 

515. Cas des racines reelles. Nous allons mainlenant mon- 
Irer comment, h Taide des fonctions trigonom6triques, on peul 
determiner directement toules les racines, r6elies ou imagi- 
naires, d'une Equation du troisieme degr6. 

!•' Cas. Racines r^elles. Condition : 



( 



^;+fi<«- 



Lorsque r6quation [1] a ses trois racines r6elles et infegales, 
la quantity sous le radical du second degr6 (308) est negative; 
et la valeur [4] de x est la somme de deux quanlit^s imaginaires. 
Pour la d^barrasser de ces symbolcs imaginaires, posons ; 

— |=pcos?, et l + |-=_p>sin»<p; 
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la formule [4] deviendra : 



cl, d'aprts la formule de Moivre (502), on aura : 

a?=v^p. (cos2-i^ t-sin-J-i^i — V— M 

, «/ / © + 2/C7C . © + 2A;Tr , — -\ 
+ v^p. ^C0S3^— ^ ^*" 3 — • v^-" ^j- 

formule oti Ton doit donner & h les valours 0, 1^ 2. II faut d*ail« 
Icurs que h alt la ui6me valeur dans ces deux termes, pour que 
le produil yz soit r6el. 

On aura done : a? = 2 y^p. cos 2 — - — 1^ 
cc qui donne, pour les trois valeurs de & : 

a; = 2^p.C0s|, 2 v^p.C0S^|-{- 120°y 2 V^p.COS^| + 240<^V 



ou 



rr = 2^p.cos|, — 2 v/p-COS^GO^— |y 2v^p.cos (l20«-- ^V 

Pour determiner les valeurs de p et de <p (p 6tant essentiellc- 
mentpositif), on a: 

p»C0S»^ = l., -p«SII.*<p=^-+|^, 

done: 6'=-^' «" P=V~2~7> 

Ct COSO=— '^. 

2o 

Remarque. Si la valeur, que la formule pr6c6dente assigne a 
cos 9, est n^galivc, on cherchera dans les tables Tare??', qui a 
pour cosinus le m&me nombre pris positivement; et f sera Ic 
supplement de ^\ 
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314. ExEMPLE I. Partager un himisphdreen deux parties dgales 
par un plan parallele a la base. 

Soient : x la distance du plan s6cant au centre de la sphere ; 

y le rayon de la section circulaire ; 

r = I le rayon de la sphfere. 
On aura T^qualion^ : 

Or i/*=r* — a^; 

done %{l—x)—x{l — a;') = l; 

ou a;*— 3a?+l=0; 

Equation qui donnera la valeur de x. 
Nous avons ici : p = — 3, q=l; 

done: p=y/|Z=i, etcos(p=-fp=-i; 

done y=120^ el | = 40^ 

Lcs trois racines de I'^quation propos6e sont done : 

a?,= 2cos40<»= 1,5320888, 
a?2 = — 2 cos 20® = — 1,8793852, 
Xi= 2COS80'>= 0,3472964. 

On v6rifie que Xi + Xi-{'Xi = 0. 

Parmi ces trois racines, il n'y a que la derni^re qui r^ppnde au 
problfeme propos6; car seule elle est positive et inf6rieure au 
rayon de la sphere. 

515. ExEMPLE II. Determiner Its abscisses des points Winter" 
section de la parabok x*= 4y, et de V hyperbole 4xy = 7(x — 1) 
Par elimination de y , on oblient T^qualion : 

0?'— 7a;-|-7=0, 
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dont les racines diterminent les abscisses des points d'inter- 
section. On a : 

p = -7, 9=+7; 

log (— p») = 2,53529412 log q = 0,84509804 

log 27 =1,43136376 CMog2 — 10 = 1,69897000 

log p«= 1,10393036 CMogp— 10 = 1,44803482 

log p = 0,55196518 logCOS<p'^= 1,99210286 

, ((p'= 10*53' 36", 195 

log y^p = 0,18398839 | ^ _ iggo g' 23",805 

= 56*22'T,935, (60*-|) =3*3r5r,065, (l20«-|)=63»3r5r',065 

log cos =1,7433874 logCOS = 1,9991272 logCOS=T,6475281 

log 2 = 0,3010300 =0,3010300 =0,3010300 

lorr ^p = 0,1839884 = 0,1839884 = 0,1839884 

loga?4= 0,2284058 log(-a?f) = 0,4841456 log rr, =0,1325465 
x^ = 1,692021 , a;i = — 3,048917, a;s= 1,356893 

Verification. 

Xi= 1,692021 log a?i = 0,2284058 

a;j=:— 3,048917 log 0^2 = 0,4841456 

Xi= 1,356896 logy8 = Q>1325465 



9 
3 



a?, + a?2 + a?j = ' 0. loga:ia?,a?j = 0,8450979 

516. 2« Cas. Racines imaginaires. Condition : 



($+i)>'- 



!• Cas 06 p est n^gatif. On a : 

k^ 27' 

c[ Ton pent poser, par cons6quenl : 



V 



— ^ = ? sin to>. 

27 2 



03 

2' 
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On aura alors : 

y = y/-| + |cosa> = Y/-gsin*^\ 

el ^=\/— |+|cosw=i/— jfcos' 

ou, en reinplacanl q par sa valeur-: — 4/ — 5« » 

Soit maintcnant (p un angle auxiliaire d^termin^ par i'^qua- 
lion: 

tang9==y/langj, 

onaura: i/ = y — |. lang<p, -2^= l/— |. cot<p; 
et, par suite, les valeurs de x seront : 

Y/I|.[.ang,+cot,] = Y/^.^-jjL^, 
et -4i^— |.[tang(p4-col(p]±:iv/^V^.[lang(p— r,ot<p], 



ou 



sin2(pV 3 ^ ^ ^ ^' 



formules ealculables par logaritbmcs. 
On cherchera d'abord : 



V 



/ 



ensuite, 2'> tang cp = i^tang ^ , 

aprfes, 3* a?i = 2 i/— |cos6c29, 

et enfin , 4» a? = — i/_|cos6c 2^p±v/^ . v/^cot 89 
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Quant aux signes des racines, on tiendra compte de ce que la 
racine r^elle est toujours de signe conlraire k celui du terme 
tout connu de T^quation, et que la somme des trois racines est 
nulle. 

317. ExempleIII. aj*—10,871385a?+ 18,01032 = 0. 

On a: p=— 10,871385, ^=+18,01032; 

done : log (—^\ = l ,6774908 , 



et logy/— ^ = 0,8387454; 

mais . log 2 = 0,3010300, 

et CMog^ — 10 = 2,7444786 , 

1 * done log sin w = T, 884 2 540 ; 

deli: «=50% et ^ = 25* 

log tang* <p = log tang ^ = 1,6686725 ; 

2« done : log tang (p = 1,8895575 ; 

dela (p=37°47'31",287 

et 2flp = 75^35' 2", 574; 

^^ logi/— 1 = 0,2795818 log\/^ = 0,5181424 

log 2 = 0,3010300 log cot 29 =7,4100229 

CMog sin 2<p— 10 = 0,0138941 log y^^^col 2<p = 1,9281653 

log a?4 = 0,5945059 ^^^COt 2(p = 0,8475501 

a?i = 3,931026. 

Done les trois racines sont : 

a?=— 3,931026, 
et x=+ 1,960513±0,8475501 X V^^* 

51 8« ExEMPLE lY. Determiner les dimensions Sun cylindre 



RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IHPORTANTES, 335 

inscrit a Id sphere, et tel que sa surface convexe soil egale a la sur^ 
face convexe des deux calottes ^ qui ont mime base que lui. 

Solent : r=: 1 le rayon de la sphfere, 

y le rayon de la base du cylindre , 

et X la distance de cette base au centre de la sphere. 

On aura: 4tc(1 — x)=-kxyn; 



mais y=v^l — 0?*; 

done: 1— a?=a?'(l+^)» 

ou a^+a?*+a? — 1 = 0. 

Posons: ic=-I^, 

r^quation deviendra : 

jg»-|-6z — 34 = 0. 
Onaici: p = 6, qf = — 34; 

mais, dans cette Equation : 

done r^quation a deux racines imaginaireSy dont nous ne nous 
occuperons pas. 

En risolvant directement I'iquation propos^e, k I'aide de la 
formule (299) , nous aurons : 

;?= V/17 4- v^297 + V^17 — v^297 , 
= v^34,2336879396 — ^^0,2336879396* 

En se servant des tables de logarithmes pour extraire les ra- 
cines cubiquesi on aura : 

z = 3,2470172 -^ 0,6159499 
ou J5=2j6310673; 
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done a? = 0,5436891; 

et 2a? = 1 ,0873782 , hauteur du cylindre. 

510. 2* Cas oilr p EST posiTiF : on posera : 

il vienl alors : 

y = \/ et z=\/ , 

^ \ COS CO y COS o) 

ou, en remplagant q par 2 cot« i/^ , 

Posant, comme plus haul : 

[2] taDg(p = ^/lang^; 

ilvient: y = w|tang9», -8^ = — l/|cot(p; 
et les racincs chercb6es sont : 

Xi=2 i/^ cot 2<p •±.)/'-p, cos^c 29. 

[3] { /- 

a?=— i/|col29; 

320, ExEMPLE. V. §oit l'6quation : 

a;'-f 2,3473983a? — 9,876543 = 0. 
g=i— 9,876543, p = 2,3473983, 

log (— q) = 0,9946050, logl? = 0,3705868 ; 
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^^'^c: log 1^=1,6803966 

log ^ = 1,6803966 

22/ • 



logy ^ = 1,8401983 

log = 0,3010300 
C\ log (— ^)_ 10 == 1,0053950 

Done: [1] log tang «o = 7,1466233 

Deli: co = 7«58'42",91 

^=3* 59' 21", 455; 
d*oi!i log tang ^ = log tang* f = 2,8434760 ; 

done [2] log tang <p =1,6144920 ; 
et de li : cp = 22* 22' 22",23 

2(p = 44» 44' 44^44. 
Or': log2 = 0,3010300 

log cot 2(p:= 0,0038555 CMog sin 2 (p- 10=0,1524513 



log^ = T, 



9467328 log v/^= 0,1852934 



Done [3] loga?4 = 0,2516183 logJ^^ = 0,3377447 

sin2(p ' 

a;.= 1,784918; ^^ = 2,1764300 

Sin 2s^ 

et las raeines de T^qualion propos6e sont : 

a?i= 1,784918, 

0? = — 0,892459 ±2, 176430 Xv/^.' 
Alg. sp. B. 22 
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equations du troisieme degr6 par le moyen des tables trigonometri- 
ques; cas des racines r^elles. — 514, 513. Exemples. — 516. Cas 
o(l il y a deux racines imaginaires, le coefficient da second terme 
etant n^gatif. — 317, 518. Exemples. — 518. Gas ou ce coefficient 
est positif. — 320. Exemples. 
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CHAPITRE IV. 

RESOLUTIOHr NUMERIQUE DE DEUX EQUATIONS 

DU SECOND DEGRE. 

S I. M^tbode g^n6rale; exemples. 

521. Problems. Nous comiuencerons par r^soudre la ques- 
tion suivante : 

Qitelle est la condition pour qu^um iquation du second degre^ 

[1] Ay«-f-Ba?2A+Ca;2 + Dy + Ea?+P = 0, 

foumiisCy pour finconnue y, une valev/r de la forme Mx+N, 
H e^ N etant independants de x. 

On deduit de r^quatiou [1] , en la consid6rant comme une 
Equation du second degr6 en y : 

Pour que cetle valeur de y ait la forme demand^e, il est n^ces- 
salre et sufflsant que le polynome plac6 sous le radical 

(B*— 4AG)a^ + 2(BD — 2AE)a?+(D«— 4AF), 

soit un carri parfait; et, pour cela, on doit avoir 

(BD — 2 AE)*= (B* — 4AC) (D*— 4AF) ; 

ou^ en supprlmant les termes B'D* qui figurent dans les deux 
membreSy et en divisant ensuite par le facteur commun 4A, 

[3] -^BDE + AE^=:4ACF-PB«-.GD'; 

telle est la condition demand6e. Si elle est remplie, la valeur 
de y prend la forme : 

.,, Boj + D . 1 / /Hj — rrn . BD— 2AE \ 
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522. METHODS gjSn^rale de RfooLunoN. Proposons-nous ac- 
tuellement de r^soudre Ic syst^me de deux Equations num^ri- 
ques du second degr6 : 

[5] Ay^+Bxy+Ga^+Dy-{'Ex+V=0, 

m 

[6] kY-{:Vxy+G3?+J}'y-\-Kx+F=0. 

Si nous ajoutons ces deux Equations, apr^s avoir multipli^ la 
premiere par X, le r6sultal pourra remplacer Tune d'elies. On 
obtient ainsi : 

[7] (AX + A')l/*+ (BX + B>V + (CX+ C>« + (DX+D')y 

+ (EX+E>+(FX+F) = 0. 

X £tant arbitraire, nous pouvons la determiner par la condition 
que les valeurs de y, d6duites de TSquation [7], soient du pre- 
mier degr6 en x. 
II suffira (321) de poser : 

[8] -(BX+B')(DX+D')(EX+E')+(AX+A')(EX+E')« . 
=4(AX+A')(eX+G')(PX+F) — (FX+FXBX+BO* 
-.(CX+C')(DX+D')*, 

Equation du troisi^me degr6 en X, qui aura, par consequent, une 
racine r6elle au moins. On calculera cette racine par approxi- 
mation ; et, en faisant usage de la formule [4] (321), on obtien- 
dra alorSy pour y, deux valeurs de la forme : 

y=:Ma?4"N, y = Mia?-f-Nt 

M, N, Ml, Ni, 6tant connus en fonction de la racine X, en substi- 
tuant successivement ces valeurs de y dans Tune des Equations 
[5] et [6], on obtiendra deux Equations du second degr6 en x; 
ii y aura, par consequent, en tout, quatre valeurs pour x et 
autant pour y. 

525. Discussion. II y a plusieurs cas h considerer dans Tap- 
plication de la methode precedente ; nous les discuterons avec 
quelques details. Pour plus de simplicite, nous remarquerons 
tout d'abordy que le probieme revient k determiner Tintersection 
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de deux courbes du second degr^. La m^thode indiqu^e ^qui- 
vaut k la determination pr^alable desdroites qui r^unissent deux 
des points d'intersection. 

l"* Si I'^quation du troisi^me degr^ en X admet trois racines 
r^ellesy et si, en m6me temps^ deux au moins de ces racines 
rendent positives la quantity 

(BX+B')*-4(AX + A')(GX + C')=*, ^ 

ces deux racines d^termiiient deux couples de s^cantes r6elles, 
qui se coupent en g6n6ral en quatre points. Ges quatre points 
son! les points d*intersection des deux courbes, et leurs coor- 
donn^es donnent les solutions des Equations propos^es. 

2* Si r^quation du troisi^me degr6 a trois racines r^elles, 
dont une senle rend positive la quantite k ; ou, si I'^quation n'a 
qu*une seule racine rdelle, mais qui satisfasse k cette condition, 
les deux courbes n'admettent qu'un seul couple de s^cantes 
communes. 

II faudra alors chercher, si ces s6cantes rencontrent Tune 
quelconque des courbes propos6es ou non : dansle premier cas, 
les deux Equations auront deux solutions r6elles et deux solu- 
tions imaginaires ; dans le second cas, elles auront quatre solu- 
tions imaginaires. 

3* Si enfin les racines r^elles de I'^quation en X rendent ne- 
gative la quantity K les deux Equations ont quatre solutions 
imaginaires. 

524. ExEMPLE I. Soient donnies les deux equations : 

3y« -{- 4rn/ + 3a;' — 9y — 1 5a? = {ellipse) ^ 

t/* — 2xy + 05*4" 2!/ — iOa? = (parabole). 

Ges deux equations, combin^es ensemble, donnent requation 

(3-f.X)t/«-}-(4-2X)a?i/+(3+X)a?»— (9— 2X)y— (15-f-10X)a;=0 ; 

etl'on obtient pour requation [8] ; 

32X» + 388X* 4- 564X + 1 89 = 0. 
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Cette Equation a trois racines r6elles et negatives, qui sont : 

La quanlit* fc=:— 20(1 + 2X) 

^tant positive on nulle pour chacune des trois valeurs de X, les 
courbes donn^es admettent trois syst^mesde s^cantes communes 
rielles, dont les points d*intersection se confondent avec ceux 
des deux courbes. 

II ne s*agit plus que de determiner deux systfemes de s^cantes 
et de chercher leurs points de rencontre. 

Pour 5^=— i, 

les deux Equations du premier degr6 sont : 

y= — a? + 2±2, 
systime de deux droites parall&les. 

Pour '^-—^, 

nousaurons: ^~"3"'"^~(t"'"^)* 

Les points d*intersection des quatre s6cantes sont : 

a;=rO, y=:0, 

a?=l, i/=3, - 

a?=3, 1/=— 3, 

a?=6, t/=— 2. 

Ces quatre points sont les sommets d'un trapize dont les c6l6s 
sont formes par les quatre steantes. Les deux autres s6cantes, 
correspondant Ji X=— |, seraient les diagonales du frapfeze. 

d25. ExEMPLE IL Determiner ks points Winter section des courbes 

xy — Zx+ 6=0 {hyperbole) J 

a:»— 9i/ = (parabole). 



r 
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Si, dans la premiere de ces deux Equations, on substitue k y 
sa valeur tir£e de la seconde Equation, 

on obtient imm^dlatement T^qaation da troisi^me degr6 : 

a;*— 27a?+54=0, 

dont les racines d^terminent les points d'intersection des deux 
courbes. Gette Equation a trois racines rSelles, deux positives 
6gales, 0?= 3, et une negative, a?=— 6. 
A ces deUx abscisses correspondent les ordonndes 

y=l et t/=4; 

done les deux courbes se tauchmt au point (3,1), et se coupcnt 
au point (—6,4). 

326< EzEifPLE III. Soient donnies les deux iquations 

y'+rc* — 2a? =0 (cercle), 
2xy — 1 = (^perboh) ; 
r^quation resultant de la combinaison sera : 

y^-^SLlxy+a^^Zx — X=0 

et en ^crivant que cette Equation repr^sente deux droites, on 

trouvera : 

X»— X-*1 = 0. 

Gette derni^re Equation a une racine r^elle et deux racines ima- 
ginaires. 

Pour 6valuer la racine r6elle, nous nous servirons des for- 
mules donnies (316); nous aurons alors : 

log sin w =1,585 348 1, 

log tang^=T,301 3783, 

log tang ©=1,767 1261, 

log sin 2^=1^940 3459, 

log X=0,122 1235, 

X= 1,324 718; 
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4 
la quantity ft •^4(X*— 1 ) ou =-, 6taht positive pour la valeur de X 

que nous venons de trouver, les deux Equations du premier 
degr6, 

auront leurs coefficients r6els; et, par consequent, les deux 
courbes admettent un systfeme de deux sicantes r^elles com- 
munes. 
En substituant ces deux valeurs de y dans T^quatipn : 

2xy — 1 = 0, 
on arrive k I'^qaation du second degr6 : 



\ v/V-^/x 



Pour que les valeurs de x sclent r6elles, 11 faut que Ton ait : 

Si nous prenons le signe interieur, le premier membre de- 
vient n^galif, et la condition de r6alit6 n'est pas remplie ; par 

consequent, ladroite 

2 

y=— Xa? — ;=(a?+X) 

V^ . . . 

ne rencontre pas la courbe. 

Si, au contraire, nous prenons le signe supferieur, le premier 
membre devient positif, et la s6cante 

2/=^— Xr+--=(a?+X) 
rencontre la courbe en deux points. 
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Eh substituant & X et v/x leurs valeurs num^riques, la der- 
ni^re Equation deviendra : 

y = — 0,45588 la? + 1 , 1 50964 ; 

Equation qai» combin^e avec celle de la courbe, 

2a?t/— .1 = 0, 
donne les deux solutions r^elles des Equations propos^es 

0? = 1,967160, t/=0,254l73, 
et a?=0,557424, y=0,896791. 

527. ExEMPLE lY. Rdsoudre les deux equations : 

41/* + 9a;* — 36a? = {ellipse)^ 
ajy — 12=0 {hyperbole) 
L'6quation de condition est : 

X»—144X— 432 = 0. 

Cette Equation a ses trois racines rtelles ; la premifere positive, 
et comprise enlre 13 et 14 ; les deux autres negatives, et com- 
prises entre — 3 et — 4, et entre — 10 et — 1 1. 

Parmi ces trois racines, il n'y a que la premiere qui rende 
positive la quantity 

par consequent, il n'y a qu'un seul couple de sficantes r6elles, 
dent r^quation est : 



Xa? . 3. /3/ , 2X\. 



mais nous allons d6montrer directement qu'aucune de ces deux 
droites ne peul rencontrer les courbes ; car en substituant la va- 
leur de y dans la seconde des deux Equations propos^es, 

a?y— 12 = 
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on obtient les deux Equations du second degr6 



x^ 



on 



La condition de r£alit6 des valeurs de x est : 

3X+48(-.^-±?y/f)>0, 



II est Evident que cette condition n'est pas satisfaite, lorsqu'on 
prend le signe n6galif ; car alors tous les termes du membre i 
gauche seraient n6gatifs. 

Mais comme on a X> 13, la condition n'e&t pas remplie non 
plus, lorsqu'on prend le signe posilif. 

Par consequent, les deux droites ne peuvent pas rencontrer 
les courbes ; done les deux Equations propos6es n'ont que des 
racines imaginaires. 

528. ExEMPLE V. Soiml donnies les deux hyperhokSf 

4j/* — 4fl;t/ + 9 = 0, 

8a?y — 42t/ + 9 = 0; 

determiner leurs points dHntersection 

La valeur de y, tir6e de la seconde Equation et substitute dans 
la premiere, conduit h r6quation du second degr6 en x, 

4a;* — 35ir+75 = 0, 

Equation qui a deux racines r^elles a? = 5 et a? = 3 J. 

Les valeurs correspondanles de y sont y = f ct y = f . 

Mais les deux courbes propos6es sont des hyperboles, rappor- 
l(5os k une asymptote commune prise pour axe des abscisses; 
done, en outre des deux points d'intersection que nous venons 
de trouver, elles ont encore deux autres points de rencontre 
feloign6s h I'infini de Torigine, 



RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 347 

1 

En effet, lorsqu'on remplace x par -, et qu'on ^gale les va- 

z 

leurs de y tiroes de la premiere et de la seconde des Equations 
proposies, on obtient T^quation du quatrifeme iegr&f 

52* — 352» 4- 75z* = 0, 

Les quatre racines de cette Equation sent : 

^• = 0, done J2f = 0, 
z = l et ^=A> 

et eomme a?=-y nous auronsles quatre solutions des Equations 

z 

propos6es : 

2 = 0, a? =00, !/ = 0, 

z=Oy 07 = — 00, i/ = 0, 

z = i, a? = 5, y=|, 

z = -h^ iP = 3|, y = |. 

529. Gas particuliers. La resolution de deux Equations du 
second degr6, k deux inconnues , se r6duit , dans certains cas 
particuliersy k la resolution d'une Equation bicarr^e ou d'une 
equation du second degre. 

!• Lorsque les deux courbes sont concentriques ^ et rapportSes 
k leur centre commun pris pour origfine, leflhs equations ne 
contiennent plus de termes du premier degr6 par rapport aux 
variables; et reiiminalion d'une variable donnera une equation 
bicarree par rapport k Tautre variable. 

ExEMPLE. 1 6t/* — 1 6a;t/ + 5a?'— 400 = {ellipse)^ 

y* — a?* + 1 6 = (hyperbole) . 

Les solutions sont egales deux k deux^ mais de signes con- 
traires. 

i* Lorsque les deux courbes sont homofocales^ et rapportees k 
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leur foyer commuii,pris pour origine des coordonnies^lesdeux 
Equations se mettent sous la forme 

y*-|-a?'=(ai/+te-f c)*, 

done ay -^-bx +6=^1 {a'y + b'x -f- c'), 

ou {a±a')y+{b±b')x + {c±c')=0; 

et Ton aura deux Equations du premier degr6, que Ton combi- 
nera avee Tune des Equations propos^es. 

ExEMPLE . 3t/' — 4a?y + ^y "- 2a? + 1 = {hyperbok)^ 
y^ — 2xy + a?* — 3t/ — 3a? — f = (parabole) , 

3* Lorsque les deux courbes ont un diam^tre commun , et 
qu'elles sont rapport^es k un syst^mede coordonnees obliques, 
ayant pour axe des abscisses le diam^tre commun, et pour axe 
des ordonn^es une parall^le aux cordes, les deux Equations ne 
contiennent la variable y qu'Ji la seconde puissance, et rsiimi- 
nation decelte variable r^duira le problems ^ la resolution d'une 
Equation du second degr6 en x. 

ExEMPLE. 2t/' — Zx — 36 = (parabole) y 

i/« 4- 5a;' — 80 = (ellipse). 

4" Si les deux courbes sont semblables et semblabkment situees^ 
les termes du second degrd dans les deux Equations ont les 
coefficients proporlionnels. 

Done, si Ton mulliplie Tune des deux Equations par un fac- 
teur convenable, et qu'on la retranche de I'autre Equation, on 
obliendra pour reste une Equation du premier degr6. 

ExEMPLE. i/*-f 2xy — 3a?' + 6^-|- ^^ = (hyperbole)^ 

2i/' + 2xy — 6a?^ — 5y + 37 = (hyperbole). 

5* Lorsque les deux courbes sont des hyperboles ayant une 
vieme asymptote y ct rapport6es h cede asymptote commune 
comme axe deo?, les deux Equations ne contiennent la variables 
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qfxe dansle terme xy; et r^limination de x donne une Equation 
du second degr6 en y. 

ExEMPLE. !/• — 4rn/+ 6t/ — 10 = 0, 

3t/' + 2a?i/— IO1/+ 8 = 0. 

. S n* Resolution des Equations du quatri^me degr^. 

550. METHODS DE RESOLUTION. La m^thode, que nous venons 
d'exposer, sert h r^duire la resolution de T^quation du qua- 
trifeme degr6, 

k la resolution d*une Equation du troisi^me degr£. 

En effet, si dans I'^quation propos6e on remplace x^ par y, 
on arrive k I'Squation : 

y^'{'axy + by + cx + d = 0; 

et la r6solution de T^quation du quatri^me degr6 est ramen6e 
k la resolution de deux Equations du second degrd a deux in- 
connues, que nous pouvons r^soudre au moyen d'une Equation 
du lroisi6me degr6 en l. 

531. ExEMPLE. Soit donne Tequalion, 

0?*— 2a;* — 8a:^+12x-4=0, 

equation qui n'a pas de racines coinmensurables. 

En posant a;*=y {parabok), 

requation propos6e deviendra : 

y* — 2a?y — 8y -j- 1 2a? — 4 = (hyperbole). 

La resolution de ces deux equations est ramenee k celle de I'e- 
quation du troisifeme degre, 

X«+16X*+56X— 64=0, 

qui a trois racines reelles, 

X = — 8 et X = — 4ifc2v/6. 
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laquanUt6 .Jc=4(l— X) 

est positive pour chacune de ces trois valears de X ; done, les 
deux Equations propos^es admettenl trois couples de s6canles 
communes et quatre solutions r^elles. 

Les Equations des s^cantes, qui correspondent k ia deuxiime 
et h la troisi^me racine de T^quation en X, sont ; 

X = — 4 + 2v^6, 



et 



( X = — 4 — 2v/6, 



En cherchantles points d*intersection de ces deux systemes de 
droiteSy on obtient imm6diatement les racines de Tiquation du 
quatriime degri, 

x = 2±.^2 et a? = — Idby/a. 



321. Condition poor qu'one Equation da second degr^ k deux variables 
se r6duise k deux Equations du premier degr^. — 322. Reduction de 
deux Equations du second degr^, k deux inconnues, k une Equation 
du troisidme degrd. — 323. Indication de divers cas. — 324, 325, 
326, 327, 328. Exemples. — 328. Cas particuliers. — 330. R6sola» 
tion d*ane Equation da quatri^me degr^. — 331. Ezemple. 
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QUELQUES EXEMPLES D'ARTIPIGES ALG£BRIQUES. 

532. But de ce chapitre. Dans un grand nombre de cas, si 
Ton suivait, sans modification, les regies g6n6rales du calcul, on 
serait conduit a des operations compliqu6es, qui d^passeraient 
quelquefois la patience du calculateur. L*babilet£ du g^omitre 
consiste k trouver, dans la forme particuli^re des questions qu'il 
traite, Toccasion de simplifier les operations, et de parvenir plus 
immediatement aux conclusions qu'il a en vue. De pareilles 
modifications exigent une grande habitude de I'analyse et, sou- 
Yeut m^me, un veritable g^nie d'invention ; et Ton comprend 
qu'il ne nous est pas possible de donner. des regies generates 
sur les artifices de ce genre. Nous nous bomerons k choisir, 
parmi les calculs algebriques les plus ceiebres, quelques exem- 
ples, dans lesquels d'illustres geometres ont pousse k un baut 
degre la dexterite analy tique dont nous parlous. 

335. Probl£iie I. On danne un polyname du second degH, ii 
trois variables^ 

[1] Aa:»+AV+AV+2By2+2B'a?z.f2B'av 

el ran demande de remplacer x, y, z, par trois variables nouveUes, 
liees aux premieres par les relations^ 

y=?u+p'v+rw, 

ets'imposant les conditions suivantes : 
!• Le polynome prendra la forme 
[3] Gu*+GV+G"u;* + Hu+H't) + H"u)+K; 
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2«L« neuf coefficients' a, a', a", p, p', p^, y, y', /, ieron^ /t& par 
Us relations^ 

l«*+P* + T*=l, l«»' + PP' + n' = o, 

Ge probl^me se prisente en gtomitrie analy tique, lorsque Ton 
veut simplifier une Equation du second degr6, en changeant les 
directions des axes des coordonn^es, sans qu*ils cessent d'^lre 
rectanguiaires. 

En multipliant respectivement les Equations [2] par a, p, y, et 
en les ajoutant ensuite mennbre k membre, on a, d'apr^s les 
Equations [4]. 

et Ton trouvera^ d'une manifere analogue t 

» 

Par consequent, pour que les polynomes [I] et [3] sotent 
Equivalents, on doit avoir, en identifiant les termes du second 
degr6 : 

G {«x + Pj/ + pz)* + G' {oi!x + P'y + y'zy + G" (a"x + fy + /y)* 
= Aa;' -f A.y -f AV + 2Byz + iB'xz + i&'xy ; 

ce qui donne les six Equations suivantes : 

( Ga» + GV» + G"a"» = A I G«p + G Vp' + GVp"= B*. 
[5] I Gp' + G'p'» -I- G'^ = A, \ G«r + GVy' + GV/= B' , 
f Gy» + G't" + GY* = A'; I GPt -f G'PY + G'pY=B. 

Multiplions respectivement la premiere-, la quatri^me et la 
cinqui^me Equation du groupe [5] par a, p, y, et ajoutons-Ies 
ensuite; il viendra : 

[A] Ga = A« + B"p+B'T. 
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Si 1*011 multiplie la seconde, la quatriime et la slxi6me Equa- 
tion du inline groupe par p, ot, y> on aura de m6me : 

[A] Gp=A'p+B"a+BY; j 

el Ton Irouvera de mfime : 

[A] GY-A'Y+B'a+Bp. 

Ces trois Equations ont lieu entre a, p, y! oUes sont du pre- 
mier degrfe; done on ne pourra en lirer qu*une seule valeur 
de chaque inconnue, a moins que le dEnominateur commun 
ne soit nul. Or, on satisfail k ces Equations, en posant: 

« = 0, p = 0, Y=0. 

Gette solution n'Etant pas admissible h cause des relations [4], 
il faut que le dEnominaleur soit nul ; et Ton doit avoir, par con- 
sequent : 

(A-G)(A'— G)(A"— G)-BXA-G)— B"(A— G)~B"'(A"— G) 

+ 2BB'B'' = 0, 

Equation du troisiEme degrE a laquelle G doit satisfaire. 

En multi pliant la premiEre, la qualrieme et la cinquiEme 
Equation du groupe [5], respectivenient par a', p', y'> on ob- 
tiendrait : 

[B] GV = Aa'+BT + BY, 
ct, d'une maniEre analogue : 

[B] G'p' = A'|i'+BV-f-BY' 

[B] GY = AY+BV + Bp': 

ety en raisonnant comme plus haut, on prOuvera que le dEuo- 
niinateur des valeurs inconnues a', p\ ^\ dEduites de ces 
derniEres Equations, doit Etre Egal h zEro, et que Ton doit 
ayoir : 

(A— GO(A'— G')(A'— G')— B*(A— G')— B'^A'-G^- b'^^CA'^— G') 

+ 2BB'B^ = 0. 
Alg. sp. B. 23 
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enfin on prouvera, par un proc6d£ tout sembiable, que Ton doit 
avoir : 

(A— G*)(A'— G'0(A"-G") - B*(A-G''-B'*(A'— G')- B"2(A"— G'O 

+ 2BB'B" = 0. 

ely par suite, G, G'y G% sont les trois racincs de T^quation du 
troisi^me degr6 : 

[6] (A— a?) (A'- X) (A"-a;)- B»(A-rr) -B'2(/V~a:) ~ B''(\'—x) 

+ 2BBT = 0. 

On peutprouver que cette Equation a ses trois racincs r^elles; 
et, pour cela, on remarquera qu'il est permis de lui donner la 
forme : 

^ •' (A— rr)-P'^(A'— a?)— P'^"(A''— a;)-.F~"~^ 

Si, en effety nous chassons les d^nominateurs de celte Equa- 
tion [7], en identifiant le r^sultal avec TEquation [6], il viendra ; 

2P'P" = B', 2P"P==B'«, 2PP' = B^ 

PP'P" = BB'B"; 

Equations auxquelles on satisfait en posant : 

v--^ P'-??! P''-?:? 
^"" B ' B' ' "" B''* 

De sorte que TEquation [6] deviendra : 

FB^' BB[' BB 

iA — X jT-l A — X — ijr A —a? j-^ 

Pour prouver que cette Equation a ses trois racines rEelles, 
posons : 

. B'B'' BB"_ .;, B'B_ 

A g- — A, A g---jX| A -g^ — v; 

et supposons que ces trois quantitEs soient classEes par ordrc 
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de grandeur ; de telle sorte que X soit la plus petite et v la plus 
grande. Substituons saccessivement, k la place de a?, dans le 
premier membre de [8], 

e d6signant un nombre excessivement petit ; — oo et oo donnent 
au premier membre la valeur + 1, et le r6sultat des autres 
subslitulions se voit imm6diatemenl; car chacune d'elles rend 
Tun des termes infiniment plus grand que tons les autres. Re- 
marquons, de plus, que les trois num6raleurs ont essentiellement 
le m6me signe, celui de BB'B"; et supposons, pour fixer les 
id^es, que ce signe soit +. Les r6sullats sont indiqu6s dans le 
tableau suivant; 

00 -|- 

X— £ + 

X+e — 

fx — e + 

jx + e — 

V — e 4" 

V -}- 6 — " 

-|- 00 -|- 

Les substitutions fournissent done six changements de signe ; 
mais entre X — e et X-|-«i i* — e et [a + ^»^ — « et v + e, la 
fonction passe par Tinfini et est discontinue ; on doit done con- 
clure I'existence de trois racines seulement, Tune comprise 
entre X + « et t* — «, Fautre entre [a + « el v — «, et la troi- 
sifeme entre v + e et oo ; c'est-i-dire que les racines sont com- 
prises respectivement entre X et [*, |x et v, v et oo . On voit 
qu'elles sont in^gales, toutes les fois que les nombres X, (a, v, sont 
diff^rents. 

Apr6s avoir r6sdlu TSquation [6] et trouv6 les valeurs de G, 
G', G", les Equations [A][B][C], qui sont du premier degrfe, 
donnent les rapports des quanlit6s a, p, y, a' p' y', a", p", y". 

Nous laissons au lecteur le soin de discuter les divers cas par* 
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ticulicrs que peut presenter ceUe solution, et notammenl celui 
ou les quantil^s X^ (jl, v dcviennent 6gales. 

854. Probleme II. On propose de risoudre les trois iqualions : 

/pi (111 igi 

Ges Equations se pr^sentent lorsqu'on cherche rinterscclion 
dc trois surfaces du second ordre» donl les sections principa'es 
ont les m^mcs foyers. < 

Si, dans T^quation [1], on cbasse les d6nominateurs, on ob- 
ticnl : 

— b^c^x^ = ; 

si Ton chasse de m£ine les d^nominateurs des Equations [2] et 
[3] , on trouve : 

v* _ v*(6' 4- c' -j- a;2 ^ y 2 4- ^2) 4- v» (6'c» + bW + c V + cY + 1^^^') 

— b^c^x^ = 0, 

p6_p*(^i4.ca+a.2+2/«4-^2)4-p»(6V+cV+c»a?HcV + ^*'5') 

— 6Va?* = 0; 

ei ces trois 6quations prouvent que ja*, v*, p*, sont les trois ra- 
cines de T^quation : 

On en conclut : 
pV*v* = Wa?% 
et celte Equation fera connaltre a^. 
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Pour obtenir y* et js*, remarquons quVn posant : 



V 



~6* = v'», 



les Equations propos^es deviennent : 

^' J- ^' I . g' —1 

7"« "^ v'» + 6« "^ v'« + (6» — c*) "" • 

^* 4- _2l__ 4- _il_ -1 

et ne different des propos6es que par la changement de a?' et y* 
en y* et a?S et par celui de p, [a, v, en p', [*', v', de 6* en — 6% et 
de (^ en c* — 6*. 
On pent done 6crire : 

6t(c« — 6»)i/» = (|x» — 6») (v^ — b^) (6» — p*). 
On trouvera par un artifice tout semblable : 

o»(c« — 6«) z^ = ({x^ — c») (c» — v») (c« — p«) ; 

et ces deux Equations feront connallre x^ et y*. 

On pourrait arriver k des valeurs de a?S yS :?', par la resolu- 
tion directe des Equations propos6es, qui sont du premier de- 
gr6; inaisles calculs seraient beaucoup plus longs. 

Nous rcmarquerons enfin que p', fx', v', 6tant les racines de 
r^qualion [4], on a : 

pt^j^i+v« = 6«+c» + a?» + y» + z% 
c\f par suite : 

formule utile dans plusieurs recherches, et dont la verification 
directe exigerait quelques calculs. 
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335. Probleme III. Dmgnons par v, v', v",... les fanctions li- 
niaires mivantes des indiUrmirUes x, y, z,... 

V =^ax -{-by -{-cz + . . . + ^ 
^'J W=za!'x+b''y + (fz+...+r, 



(Lc nombre des fonctionsv, v', v^... est sup6rieur aanombre 
dcs iiid^terrnin^es rr, y, z,...} 

Parmi tous les systhmes de coefficients x, x', x'^.* qui donnent 
identiquemenl : 

[h] xv + xV + xV+...=ra:— K, 

X, x', x",... itant ind4p6ndants de x, y, z,... trouver celui pour 
lequel la somme 

x» + x'' + x"^ + ... 

est minimum. 
Posons : 



[2] 






5, >i, ?,.•• seront des fonctions lin^aires de a?, y, ^,...; et Ton 

aura : 

5 = a-Sa^ -f y2«^; + 2?Zac + . . . + 2aZ, 

C =a;2ac + y26r +-26' + • • • + ^c/, 



[3] 



oil 2a^ = a2 + a'^ + a"2 + ..., 

2a^ = a6 + a'6' = aV+..., 

ct de mfime pour les autres 2. . 

Le nombre des quantitc^s 5, vj, ?,... est 6gal au nombre n des 
inconnues a?, y, 'S^i-.*; on pourra done obtenir, par felimination, 
une 6quation de la forme suivante : 

[A] X=k + HI + (apV, + {ay)K + ..., 
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danslaquelle (aa), (a^), (ay),... sont des coefficients ind^pendaiils 
do x^y^z,... et de (, r„ C,... que Ton sail trouver ; et ceite Equa- 
tion sera satisfaite identiquement, lorsqu*on remplacera (» % K\ 
par leurs valeurs [3]. Par consequent, si Ton pose: 

a(««) +6(ap) 4-c(«y) 4----=«» 

a'(«a)+^'(«?)+c'(ar)+...=a\ 



en mullipliant respectivement ces Equations par «, v\ t/',... et 
en les ajoutant, on aura identiquement, en vertu des Equations 

[2] et [A] : 

[5] av + a'u' -f a"t;" + . , . = a; — A, 

pourvu que Ton remplace v, v\ t/',... par leurs valeurs [1]. 

Cctle Equation montre que, parmi les diflErents systEmes de 
coefficients x, x', x'^.., qui satisfont k la condition [A], on doit 
compter lesystEme: 

x = cc. x=:=(Xy X z= or • 

On aura d'ailleurs, pour un systEme quelconque, en retrancbant 
ridcnlilE [5] de ridentilE [k] : 

(x-o)t;+(x' — ay+(x'' — aV-f-...'=A — K; 

et celte Equation Etant identique, en vertu des Equations [1], 
enlralnc les snivantcs : 

(x — a)a+(x'— aX+(x*'— a")a*f... =0, 
(x— a)^ + (x'— a')6' + (x"— a>"+. ,. =0, 
(x-a)c + (x' — ay + (x" — aV-f...=0, 



que Ton obllent en remplagant v, v\ v"... par leurs valeurs [1], 
et en Egalant k zEro le coeflicienis de x, y, z... Ajoutons ces 
Equations, aprEs les avoir multipli^es par (««), (af), (ay); nous 
aurons, en vertu du systEme [4] : 

(x_oi)a + (x' — ay-f-tx" — aV+...=0; 
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d'oCi en doublant cette £galit6, et en la retranchant ie ridentit6 : 

Par consequent, Texpression 
aura una valeur minimum, lorsqu'on aura : 

X — a, X — a, X -f-a,.,, 

550. Expression du minimum. Los valours de a, a', a",... sent 
d6tinies par les Equations [4]; et pour les obtenir, 11 suffira d'y 
remplacer (aa), (ap), (ay), par leurs valeurs, que Ton pourra d6- 
duire des Equations [3] par les m^lhodes connues. Mais le mi- 
nimum s'obtiendrade la mani^re suivante. L*identil^ [5] montre 
que Ton a : 

rfil ba + bW+bV+...=0, 



Equations que Ton oblient, en remplacant v, v\ v",.«« V^^ ^^"^ 
valeurs [1], et en idenlifiant les coefflcients de a?, de y, de z,.. 
dans les deux membres. 

Multiplions ces Equations, respectivement, par (aa), (af), (ay), 
et ajoulons-les, en ayant 6gard aux relations [4] ; nous (rou- 
verons : 

[7] a« + «'*-!- a"* +...=(aa). 

Ainsi (aa) est le minimum cherchS. 

557. Valeurs adoptees pouro?, y, z... Si v, v\ v" 6taient nuls, 
ridenlit6 [5] montre que la valeur de x, qui v6rifierait les equa- 
tions [1], serait a;=A. Mais le nombre des Equations 

v = 0, t;' = 0, v" = 0,'... 

6tant sup6rieur au nombre des inconnues, il est, en g6n6ral, 
impossible de satisfaire rigoureusemenl h ces Equations. Dans 
celtc circonstance, les g6om6tres adoptent la valeur a7 = A, 
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comme satisfaisant aussi exaclement que possible aux Equations. 
Un calcul analogue fournirait les valeurs que Ton adopterait 
pour y, z,... et que nous d6signerons par B, C... 

On pent prouver que ces valeurs, sans annuler toutes les 
quantlt6s d, v', v", ce qui est impossible, rendent la somme de 
leurs carr^s aussi petite que possible. Mais disons d*abord pour 
quelle raison les coefficients de ces diverses formules ont £t6 d^- 
sign^s par la notation que nous avons adoptee. 

Nous avons trouv^ plus haut : 

[7] ct«^a'» + a"«-f ...=(aot). 

On peut prouver d'une mani^re analogue que Ton a : 

(«P)=ap+«r+«T+... 

En effet, p, p', p"..., v6rifient les formules : 

flp + a'p'+aT+...=0 

L^J <cp + c'p' + c"p"+...=0 



Si Ton multiplie les valeurs de «, a'. . . . , [4], par p, p. • . . et 
qu'on ajoute les r6sullals, on trouvera, en ayant 6gard aux 
Equations [8] qui d6finissent p, p'. . . : 

[9] «p+a'p'+ocT+...=(«P); 

et la d6monstration sera la mfime pour les autres formules 
analogues. On voit done que la notation, adoptee pour les coef- 
ficients, sert k rappeler la formation des expressions qui leur 
sont 6gales. ^ 

528. Minimum de t;*+v'' + v"* + « •• Si dans T^quation 

v-=ax-{-by-{',cz-\-,.. +/, 

on substitue k x, y, z... la valeur trouvfee plus haut [A], et les 
valeurs analogues, on o)jtiendra, en ayant egard aux for- 
mules [4] : 

[10] t) = a; + pvi+Y?+...+X, 

enposant: X = aA-f tB-f-cC-j-.,. +/. 
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On aura de m6me : 

[10] ;v-'=ot"5+r^+Y"C-f •... +X^ 



enposant: {X«'==a"A+6"B-}-c"C+... +/"; 



c*cst-ft-dire en reprisentant parX, X', X"... Ics valcurs de v, v\ v^.• 
qui r6suUenl des valeurs A, B, C... de rr, y, z... 
Si nous posons actuellemcnt : 

nous pourrons former cette somme, en ajoulanlles Equations [I], 
.ipr^s les avoir respectivementmultipli^es par v,v',i/...; el nous 
(I ouvcrons, en ayant 6gard aux Equations [2] : 

En subslituant, pour v, v\ v^.., les valeurs trouvfies plus haut, 
ot en remarquant que Ton a, en verlu de l'identlt6 [5] : 

«/4.aT + aT+.,.=— A, 

il viendra : 

ll=$x + 7ii/ + i;i? + ...-5A — r.B— 2;G... + X/fXT+XT+... 

Mais, en muUiplianl respectivement les Equations qui d6finissent 
A, X', X^.. par X, X', X"..., et en les ajoutant, on trouve : 

X«4.X'«H-r»+. . . =r=X/+XT+XT4-. . . 4-(Xa+X'a' + XV. . .)A 

Ov chacune des quanlil6s, enlre parentheses, est nulla d'elle- 
ni6me;.car (Xa + A'a'+XV + ...)f P^^ exemple, est la valeur 
que prend 5 [2], quand on y remplacc v, v', v",... par X, X', X*',... 
ou, ce qui est la income chose, rr, y, jj..., par A, B, G...; et cellc 
substitution annule 5, comme on le voit d'aprfes les Equations 
[3] et ]A]. 
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Ainsi, Ton a : 

et, par suile : 

0=$(^-A) + 7i(y-B) + !;(2r-C)...+X» + X'» + X"^ + ... 

Substiluant pour (a?— A), (y— B), (^— G)..., les valeurs fournies 
par r^qualion [A], et les Equations analogues en t/, r..., il vient : 

+ 2(PY)ti?+,.-+^' + ^'' + ^"' + ... 

Ce qui, d'aprfes les formules d^raontr6es plus haul [7], [9], 
[10], revient i 

Q = (v— X)» + (u'— X')* + ...+X>+V« + X"» + ... 
Par oil Ton voit que 

est, comme nous ravlons annonc6, le minimum de p. 

r£sum£. 

552. But de ce chapitre — 533. Simpli6er le premier membre d'un- 
equation da second degr^, h trois variables, en cba-'geant les direce 
lions des axes coordonu6s, sans qu'ils cessent d^^tre rectangulaires. 
— 354. Trouyer les points d' intersect! on de trois surfaces du second 
ordre, dont les sections principales ont les mSmes foyers. — 55^, 
356, 557, 558. Resolution d'un syst^me, dans lequel le nombre des 
inconnues est inf^rieur k celui des equations, par la condition que Ja 
somme des carr6s des premiers mecnbres de ces Equations soit un 
minimum, on m^thode des moindres carr^s. 



NOTE I 

8UR LA RESOLUTION BES EQUATIONS 
DU PREMIER 0EGRE. 

339. FORMULE 6i£n^RALE qui REPRliSENTE L'UNE DES INCON- 

NUES. Gonsid^rons n Equations k n inconnues : 

a^Xi +a,a?i + ^1^1 +•••+ ^i^i +• • + ^«^- = hy 
^1*^1 + Qi^i + flj'^i + •• •+ fli'^<+ • • • + ^*^. = ^21 

a,*Tj4- a,*a:, + 0^% + ... + Ot^x, -{-..,+ oj'x, = /*, 

ai"a:i-j- a j"a;, + t7s"a?8 -]-... + a^Xi -!-...+ a%a?, = /,. 

a„ (7t...a,, a^*, a^,.,af ...a^ d^signent des coefficients quel* 
conques, tout k fait ind^pendants les uns des autres; a^ n'est, 
par exemple, nullement ^gal au cdrr6 de a^ ; et le cbiffre 2 n*y 
figure que comme un indice. En g^n^ral, af n'a aucune liaison 
avec au el n'en est nullement la puissance h\ Tindice iuf6rieuri 
indique le num^ro d*ordre de I'inconnue, et Tindice sup^rieur A*-, 
le num^ro de I'^quation. 

Gela pos6, consid^rons le produit : 

obtenu en faisant le produit de tous les coefficients de la pre- 
miere Equation par leurs diderences deux k deux, et ayanl soin 
de prendre, avec le signe — , dans chaque difi'6rence, le terme 
afifectfe du plus petit indice. Ce produit P se composera d'un 
grand nombre de termes, dans lesquels les quantit^s a^, at... a, 
auront divers exposants ; chacun des termes contiendra toutes 
Icsletlres ^i, a^.^.a,; mais Texposant de chacune d'elles sera 
au plus 6gal h n. Nomraons R cc que devient ce produit, lorsque 
Ton consid^re les exposants comme des indices sup6rieurs : R 
contiendra alors les differents coefficienls du sysl^me d'6qua- 
tion propose ; el chacun d'cux figurera, dans chaque terme, au 
premier degr6, puisque, par hypothfese, nous avons remplaci 
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les exposants par des indices. Si, par exeinple, la puissance k 
do at figure dans le produit P, nous la remplacerons, pour ob- 
tenir R, par a/, coefGcient de Xi dans T^quation de rang k ; en 
sorte que les deux expressions P el R s'6criront de mfeme, mais 
reprfesenleront des valeurs trfes-differentes. 

Supposons maiutenant que Ton rassemble, en un seul, tons 
les termes de R, qui contiennent a< affects du mfime indice su- 
pfirieur ; R prendra la forme 

[2] R= A<*a/ + ki%''+ A»V + ...+ A<V+ ...+ A,•"a<^ 

A/, Atf^...Ar6tant des sommes de produits, dans lesquels ne 
figure 6videminent aucune des quantit6s a**, ai*...a<". 
Or je dis qu*on a les Equations suivantes : 



[3] 



= Aj*ai + A<^ai*+ A.*ai*... + A^''a4*, 
0= Ai'a^ + Ai*a2*+ A,»a,»... + A^aA 

0= A,-* 0*4- A,'ak»+ A<»ak»... -f A.^a*", 
0=A,*(7„+A<V + A<V... +Ai"a«~; 



ou, en d'aulres termes, que Texpression R s'annule, si Ton y 
remplace, dans tous les termes, Tiudice inf^rieur i de la lellre a 
par une autre valeur quelconquc 1, 2.../c...7i. En effet, Tex- 
pression P, renfermant en facleur (<ii — a,) (0% — a,) ... (a, — a<), 
s'annule identiquement, si Ton suppose, par exemple, ai:=ak : 
le r^sultat de cette substitution doit ^tre z^ro, ind^pendam- 
ment de toute valeur attribute aux lettres Oj, ai.,.a^. Les 
termes doivent done se d^truire identiquement, et 6tre ^gaux 
deux k deux et de signes contraires. Or, il est Evident que cette 
identity ne sera pas alt6r6e, quand on consid^rera les exposants 
comme des indices, aiin de passer de Fexpression P k Texpres- 
sion R. 

Les Equations [3] 6tant d^montr^es, on obtiendra 6videm- 
/nent la valeur de Xi, en multipliant les Equations propos^es 
[1] par A/, Atf*...A<**, et en les ajoutant. Les coefficients de Xi, 
Xt...Xi.u Xi+i...x^, deviendront, en efFet, ^gaux k z6ro, en 
vertu des Equations [3] ; et le coefficient de Xi deviendra £gal k 
R, en vertu de [2]. 
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On aura done : 

A,*«i+A,%4-...+ A,'»/. 



(J'oii [4] x,= 



R 



Ainsiy quand on a formi le ddnominateur R, on forme k nwwidra- 
teur (tune inconnue quelconque x^; en remplaganty dans chaque 
temie de R, ks coefficients a/, a<'...ar de Hi par ks termes teui 
connm correspondants Ij, li ... 1«. 

On obliendra, par ce procddi^, la valeur de cbacune dcs in- 
connues. On voit que toutes ces valeurs ont le m^me d^nomi- 
nateur R. Si R n'est pas nul, chaque inconnue a une valeur 
unique et d^terininie; et le sysl^me des Equations ne pr^sente 
aucune particularity. L'^tude de Texpression R conduit k une 
tb^orie importante d*analysc alg^brique, que nous ne pouvons 
indiquer ici. 

540. Nous donnerons cependant quelques d^veloppements 
sur la forme du d^nominateur R. Nous ^tablirons d*abord la 
proposition suivante : 

Th£ob£:me. Leproduitfy et^ par suite, I expression R, change de 
signCy sans changer de valeur^ si deux indices cetd y sonl changis 
fun dans V autre. 

RemarquonSy en eflet, que, dans le produit P, les seuls fac- 
teurs, sur lesquels ce cbangement exerce une influence, sont 
ceux dans lesquels figure a, ou a^ , c*est-&-dire, en supposant 

c < c' : 

Si Ton cbange c en (/, et (/ en c (sans cbanger, bien entendu, 
c — 1, c+l,c' — IjcZ + l, qui sont des indices diff6rents de cct 
c'), ces facteurs, pris ensemble, conservent les mfimes valeurs 
absolues^ et ne font que se substiluer les uns aux autres; mais 
il y en a un certain nombre qui cbangent de signe. 



RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPOBTANTES. 367 

1*» Les facteurs (a,— a,) (0,-0,)... (Oe — dd) de la premiere 
ligne et les facteurs (a, — a*) (a,— aj)...(cr, — ^c-*) de la seconde 
llgne, ne font que se changer les uns dans les autres. 

2« Les facteurs (a«+4 — ac)(flc+2 — ae)..«(fl«-i — «c), 

6changent leurs valeurs absolues ; raais chacun d'eux devlent 
6gal et de signe contraire k celui qui lui correspond. Cela fait 
en tout 2 (c' — c — 1) cbangements de signes, qui n'exercent pas 
d'influence sur le signe du produit. 

3» Le facteur (ao — (^e) 

change de signe sans changer de valeur. 

4*' Les facteurs (ae+i— ^c) («o>2 — «e)L...(«« — «•) 

(«o+i — Oc') {ac+i — Oc) . . . (cr. — flc) 

ne font que se changer les uns dans les autres. 

En r^sum6, le seul changement, que subisse le produit, pro- 
vient du changement de signe de (a.- — a«); et, par suite, P el R 
changent de signe, sans changer de valeuri lorsqu'on change c 
en (/, et cfenc. 

341. GoROLLAiRE. II r^sulto de la proposition pr£c£den(e, 
que, dans chaque terme des polynomes P et R, les exposants de deux 
kUres Be et a^ sont toujours inigaux. 

Si, en effet, dans un terme deces expressions, Ce et a^avaient 
le m£me exposant, ce terme ne changerait pas par le change* 
ment des indices c etcf; 11 ferait done partie du polynome + P 
et du polynome 6gal et de signe contraire — P; et, par suite, il 
enlrerait deux fois dans P avec des signes diff^rents, et pourrait 
6tre supprim^. 

II est clair, d'ailleurs, que chaque terme contient, au moins 
una fois, chacun des facteurs ai, as...a,; et comme I'exposant 
de ces lettres he surpasse jamais n, ils ne peuvent 6(re tons dif* 
fgrents^ qu'en reproduisant, dans un certain ordre^ la s^rle des 
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nombres 1, 2 ...n; en sorte que le terme gin^ral de P (ou de R, 
car c'est la rnAme chose) est 

«i, oc,...a., d^signant les nombres entiers 1, 2...n, pris dans 
un cerlain ordre. 

On pourra douc^ en intervertissant convenablement les fac- 
teurs, 6crire ce terme g6n6ral de la mani6re suivante : 

Pii Ps***P»> rcpr^sentant aussi les nombres 1, 2...n, Merits dans 
un cerlain ordre. 

342. Formation de R. Gelte remarque permet de former tous 
les termes de R ; mais il reste & determiner le signe qui ronvient 
k chacun d*eux. On remarquera pour cela que, si Ton change 
dans R (339) deux indices inf^rieurs I'un dans Tautre, R doit 
changer de signe. Les termes positifs doivent done se transfor- 
mer enceux qui sont acluellement n^gatifs, et r^ciproqucment. 
En faisant deux changements d'indices de suite, les termes pri- 
mitivement positifs reprendront le signe 4- (sans que pour cela 
chacun d*eux reprenne sa valeur) ; et, en g6n6raU un nombre 
pair de permutations, effcctudes sur deux indices, changerail 
les termes positifs entre eux, tandis qu'un nombre impair dc 
permutations transformera les termes positifs en termes actuel- 
lement n^galifs, et r^ciproquement. 

Si done on veut savoir, si deux termes donnas ont le m6me 
signe ou dessigncs contraires, il suffit de compter le nombre de 
permutations d'indices inf^rieurs n^cessaires pour passer de 
I'un k Tautre : si ce nombre est pair, les termes ont le mSme 
signe ; s'il est impair, leur signe est different. 

D'apr^s cela, pour former tous les termes de R, on prendra 
le premier terme 

puis on changera successivement les uns dans les autres les in- 
dices inferieurs, en ne faisant qu*un seul changement a la fois, 
et changeant chaque fois ie signe du terme obtenu. 
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Si, par exemple, n = 3, on obliendra : 

expression dans laquelle ciiaque terme s'obticnt ilu pr6c6dent, 
ea changeant son signe, aprfes avoir interverti deux indices in- 
Krieurs de la letlre a. 

r£sum£* 

559. Formule gen^rale qui represents la valeur d'une inconnue satis- 
faisaDt a un systems de n Equations k n inconnues. — 540. Le d^no- 
minateur commun change de sigoe, lorsqa'on permute deux indices 
infdrieurs Tun avec I'autre. — 541. Les indices saperieurs de deux 
leltres sont toujours inegauz, dans un m6me terDce. — 542. Forma* 
tion du denominateur commun. 



Alg. sp. B. 2^ 



NOTE 11 



THEOniE DEB FEAGTIONS CONTINUES. 



DiFINlTiONS. 

545. Quand on veut ^valuer approzimatiyement un nombre 
Wf la reprfeentation la plus simple, mais souvent fort insuffi- 
sante, consiste k le rMuire k sa partie enti^re. 

Lorsque le nombre est moindre que runit^^ un tel mode de 
representation est non-seulement insuffisant, mais devicnt 
absolument derisoire. Dire qu'un nombre est nul en nigUgeant 
les fractions^ e'est commettre une erreur infinUj celle-ci se mc- 
surant, on le sait, par le rapport de la quaqtite n^glig^e k la 
valeur approcb^e obtenue. 

Pour ^valuer un nombre y plus petit que I'unit^, on pent 

1 
consid^rer la valeur inverse -, q^ui est plus grande que 

Tunite ; et si & est la partie entiire de - , la valeur approcb^e 

de y sera r. 

Cela pos^, pour evaluer^avec une exactitude de plus en plus 
grande, on posera 

I 1 I 1 I 1 • 1 1 

ai, ^2,..., Qn^ etant les plus grands nombres entiers contcnus 
dans XjX^^...^ a?»^, et Ton pourra £crire 

Cette expression se nomme une fraction continue; elle four- 
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nit la valeur exacte de x. Si Ton sopprime la derni6re fraction 

^ — f tous les d^nominateurs a^, as,..., a».i £fant entiers, on aura 

des valeurs d'autant plus approchies que n sera plus grand, et 
doht nous aliens ^tudier la loi. 

544. Nous dimontrerons d'abord que la fraction continue se 
terminc, et que le d^nominateur Xn deviant n^cessairement 
entier pour une valeur cortvenable de n, toutes les fois que a? 
est commensurable. 

p 

Soit en effet a? =77, P et P4 6tant deux riombres entiers; 

pour oblcnir a, il faut diviser P par P^, et Ton aura 

P = P,a + P,. 
Ps £tant moindre que Pi, on en d6duit 

P , Pa. 

i-="+p:' 

\ . P'. 

par consequent a?i = -5^ ? 

'i 

Pi 
Gi est la partie entiere de p-; 

Soit r Pi=^iP2 + .Pi. 

P, 6tant moindre que Pj, on en dt^duit 

P2 
par consequent iTs = 5- 5 

P 
at est la partie entiere de r^. 

On voit clairement que a^, a^, cts,-.. sont Ics quotients succes- 
sifs obtenus en faisant sur les riombres P el P^ Top^ralion ordi- 
naire destin^e a donner le plus grand coinmun diviseur. On sait 



( 
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que cette operation se fermine toiijours, et que Tune des divisions 

p 

successives se fera exactemenf. r^ sera repr^sent6 alors, sans 

que rien soit n^glig^, par inic fraction continue. 

La r6c]proque est cvidente : une fraction continue compos^c 
l*un nombrc limits de termes peut toujours se r^duire, par les 
c ilculs arithm^tiques les plus simples, ^'une fraction ordinaire 
h termes entiers. 

348. Gonsid^rons la fraction continue 

-.+1. 

On 

Les valeurs npprochies successives de a?, que Ton nomine 
ks reduiUs, son I 

a, a+--, a-i = — -, a+ 



i 0^+'-' 0,+ 









On les oblient en arrfetant successivement les fractions avant 
le premier d6nominaleur ou quotient iihomplet a,, ou avant Ic 
second a^, le troisieme as, etc.... 
" Les r^duitcs sont alternativement plus petites et plus grandes 

que X. 

o, en effet, est 6videmment trop petit, puisque, pour le 
completer, il faut lui ajouter une fraction positive. 

fl_j est trop grand, car, pour le compiler, il faudrail 

augmenier Ic denominateur fli. 

a H • est trop pelit, car, pour le completer, il faudrar. 

accrollrc Oi, diminuer par consequent le ddnominateur OiH — 
ct augmenter la valcur tolalc de I'expression. 
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rt_j est trop grand, car, pour le completer, il 

«i 4- — . 1 

faudrait augmenter as, dlminucr par consequent at -f- — > ^^S' 

^» 

nienler par Ik le d6nouiinateur de la fraction 



, 1 



a. 



que Ton ajoute i a, et diminuer par consequent celte frac- 
tion. 
Le menie raisonnenient peut se continuer indenniment. 

PROPBIETES DES lUSDUITES. 

54G. Le calcul succcssif des reduiles est Ires-simple. 
La premiere r^duite est a; 
Lii seconde reduite est 

• 

,1 aOi-A-l 

La iroisieme reduite s'obliendra en remplogaut, dans la se- 

1 
condo, fli par Oi H \ elle est 

"i"i 

La quatrieme reduite s'obliendra eureniplagant, dans la troi- 
sifeme, fli par aj-| — ; elle est 



«'(«• + i) + 



{afii-\- i>',+u, 
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Le calcul s'applique, sans aucunc dirficuHc, k toules les r£- 
duites successivcmeot. 

p p _. 

Si ~-^ ft TT^sont deux r6duitescons6culives,Ia rdduite sui- 

p 

vante -^ est repr6senl6e par 

a» 6laiit le dernier d6nominateur ou quoiieni incompUt iatroduit 

p 

dans la formation dc r^. 

Kin 

La rfegle se v6riiSe pour les premieres rMuites. Pour prouver 
qu'ellc est g^n^rale, admettons qu'elle soit vraie pour une va- 
lour de fij et que Ton ait 

P,^ P,-,an+P.-. . 

On Q»-l^n+U»-a' 

P 

pour former la r6duile suivanlc 7^, il faudra rcmplacer a^ 
par a^-] , et Ton aura 

. ^•'-'r" + ^) + '*"-• _ (P,-.a, + Pn-.)a.M+Pn-. 



«|4-1 



c'est-i-dire ^ = P"^n..i + Pn-i ^ 

p 

La rSgle de formation s'applique done k j^^, ct elte est par 
consequent gfenfirale. 

547. les reduites sont des fractions irriductibles. Soient —=?, 

p^ P . . 

~-^, ~ Irois reduites consicutiver, on a, en nommant a^ le 

V«— 1 Vn 
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quotient incompki qui termine la fraclion representee par ^, 
On en d6duit 

''On 0«-t Qn.l(Qn-icZ„ + 0„-0"" Un-iOn ' 

On a aussiy ideutiquement, 

0«.-l Qn-t ' Qn-iUn-, 

Les num^rateurs des seconds membres son! (gaux et de signes 
conlraires. Par consequent, si Ton calcule les differences de 
chaque r6duite avec la prec6dente, tous les numerateurs, egaux 
en valeur absolue, seront alternatiTement positifs et negatifs; 
niais les premieres reduites sont 






et Ton a 



^^ 0* 0. a: 

Lc nuflfierateur constant est done I'uniie, et Ton a, en general, 

[5] PnOn-i-P^-iOn = ±l. 

p 

Cette equation niontre que la reduite ^p est irreductible, ear 

si P» et Q» avaient un facteur commun, ce facteur, divisant les 
deux termes du premier membre de requation [5], denait 
divisor leur difference ±: ], ce qui est impossible. 

548. LavaUur exacte de la fraction continue $$$ compme entn 
deux reduites consdcutives^ et chaque rMuite approche plus que la 
prdcidente. 
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Consid^roQS la fraction 

•f 
P 

et soil ~ la riduite obtenue quand on s'arr£te au quotient 
incomplel a«; soienl t—-^, -t^^ les deux r^duiles pr6c6dentes, 

Un— 1 Wn -1 

oil a 

* n » n— i^n 'T~ ' n-a . 

U» "" On-l«« + Un-1 ' 

raais, en remplagant a, par Texpression <7„-| i 

^«+ii-^ — 4- 

• 

dont il repr6sente la partie enti^re et que nous nommons Xn^ 
on obticndra la fraction continue exuctc or, par consequent 

Xn ^tant un nombre compris entre a^ et a^-}- 1. 
Si Ton r^sout cette Equation par rapport k x^^ on en dtiduit 

d'od 

^ ^-. • 

m- Q«-' -r _ 0"-» 
Wn-J J 11-1 

U«-i 
Le premier membre elant posilif et plus grand que runiti, 
X — -~— it r^ X sont de miimes sii^ncs, etlasecondediffe- 
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rence est moindre que la prciui^re. Ce qui d6aioiilre le iheo- 
rfeme 6noDc6. 

549. La fraction conlinue 6tanl comprise entre deux r6duilcs 

p 
cons^culives, Terreur commise ens'arrfilantiune reduite ~, est 

Vn 

moindre, 6videniment, que la difference entre cette reduite et 
la suivante, 7^-7; — ; elle est plus petite, a fortiori^ que Tunit^ 

divis6e par le carr6 du denoininaleur de la reduite, —^. 

350. Aucune fraction k lermos plus petits que ceux d'une 
rfeduite ne pent approcher plus qu'elle de la valeur exacle de la 

fraction conlinue. Soit - une fraciion plus approchee que la r6- 

r 
P P 

duile YT \ cette fraction 6videmuient est comprise entre ^ el 

Kin Vn 

P a P 

j^ , car si la difference r — a? est de m6me signe que tt ^ x, 

U»— 1 r wn 

a P 

- est compris entre ^p et a?; et si elle est de signe contraire, 

j) P Of 

TT^ approchant moius de x que ~, il faut que - soil compris 

Un-l U» P 

p _ 
outre X et rr^. La difference 

Un-l 

est, d'aprfes cela, plus petite en valeur absolue que 

mais le num^rateur dc [8],ei>t au uiuins 6^ul h celui de [9], puis- 
(|u'il est culier; le dcDOiuinatcur doit duiic dire plus grand, et 
Ton a 

P>Q»; 

on peut prouver que Ton a aussi 
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• p r s 

la fraclion r ^lanl comprise en effetenlrc ~ el ,-r^, - est 
compris enlre ^ tl ip^, cl la difl<§reiice 

est pins pcUte par cooseqacnt ea Takor absolne que 



P. K^~ P.i'.^. ~P.P^' 

on en ddduil 

«>P.. 

a P 

Les deux tenncs de t sont done plus grands qae ccux de ^\ 

On aurait pu sc borner h prouver que le d6noininatenr p est 

P P P P 

plus grand que Q», si en effel j^j 77-, 7^, ... , j^... sont les r^ 

duiles de la fraction 

'+•. 1 



« p p Q 

ct quo Tj ?oit compris entrc ~ cl jr^ : les fractions inverses ~, 

0- 

rp..,, r;^... scroul I'cs rcduilcs dc 

1 I 



a + - , 1 

fl, + -- 



^J-T 



'•'^a„+. 



•> 



el la fraction ^ sera comprise entn? jp^ ct tt ; 'a di^monstration 



RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 379 

ne pouvait done nianqucr de se faire absolament de la mfime 
mani^rc pour les fractions inverses. 

FRACTIONS P£RIODIQU£S. 

551. Soit la fraction 
a; = a4-— ,1 

'•+-.1 1 

1*2 • 

'f 

dans laquelle les fractions int^grantes se reproduisent piriodi- 
qucment sans s'arrftter jamais. On a 6videmment 

,[10] ^-^-f}.! , 



^» + :;- 



p 
Soil j^ la rSduite oblenue en s*arr6tant i la fin de la premiftrc 

vn 

P P - 

p^riode, tt^, j^ les deux rfiduites pr6c6denles, on a 

Un-l Un-2 

nnais, pour obtenir la fraction complete a?, il faut fividenomenJ, 

P 1 

d'aprfes[ 10], changer dans j^ ? ^n en ««+ " ; on a done 

X = ''•'-'r"+.r)+''-' ^ ( i'„_. n„ -t- l'„..).T + 1\-. ^ Pn.r+ P,-. 



0»-i («« + ^) + Q»-« 



X est par cons6quent racine dc I'^quation 

Q,a;* + (On-, - P«)x — P«-, = 0; 
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et comine cette Equation n'a qu*une racinc posilive, il ne peut 
y avoir d'ambiguili. 

352. La valeur d'une fraction p6riodique mixle se calculera 
par une m^lbode sembiable. 
Soil 

dans laquelle, apr^s n-f- 1 fractions , qui n'appariienueut pas a 
la {.criode, commence la p^riode de m termcs. Soil 

1 
1/= - 1 



''"• + -6+. 



•f 



on aura 



a;=:a-| — , 1 

• 4-i 1 
^n -r-t 

y 

p p 

ci si ■-^^, 'y sont les deux r^duiles oblenues en s airfilanl aux 

- . 11 

fraciions cl — , on aura 

_ P,7/+1\.-1 . 

y 6lant connu d'apres le paragraphe precedent, a?lesera figale- 
nicnt. Soit^ par exemple, 
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en posant 



on aura 



y = 2 + i. 



Par consequent, 



yi_2y— 1 = 0, 

Les rtduites successives de la fraction [11] sont : 

3 7 17 41 99 239 
^' 2' 5' 12* 29' 70' 169"*' 

et chacune de ces fractions approche de v^2 plus qu'aucnne 
autre dont les termes seraient plus simples. L'erreur commise 
en adoptant Tune d*elles est moindre que I'unit^ divis6e par 
le produit de son d<^nominateur par celui de la fraction sui- 
vante. 



NOTE III 

MCTHODE D'ELUUNATION DE BEZOUT £T D'EinLEB. 

5»5. Soient /'{«) = 0, P(a?) = 

d6ux Equations alg^briques, la premiere de degr6 n^laseconde 
de dcgr£ m 6gal ou infirieur kn. Pour ^ liininer x entre les Equa- 
tions, il sufBt, d'apr&s une remarquc iaile k la mSme Epoque 
(176(i) par Euler et par Bezout, de les combiner entre elles par 
addition* aprfts les ayoir respectivement mullipli^es par deux 
polygones u et v^ le premier de degrE m — 1 et le second de 
degr6n — 1, en cboisissant, bien entendu^ les coerGcienIs de 
ces polynomes de mani^re h faire disparattre du r^suUal toutes 
les puissances de x. Les Equations h rEsoudrc seront (oujours 
du premier degrE, et TopEration, souvent fort longue,il est vrai, 
ne prEsentera aucune difficuUE. 
Soient par exemple les Equations : 

[I] f(x) = a3^+bx^-^cx+d=0^ 

[2] F{x) = Ax* + Bo? 4- C = 0, 

nous Ecrirons : 
[3] (Vx + Q)f{x) + {px^ + qx-\'r)¥(x) = 0, 

en choisissanl p, g, r, P, Q, de maniEre k faire disparattre x 
de TEqualion [31, qui sera alors le rcsullat de rElimination ou 
Equation Gnale. 

Ges coefficients devront, pour cela, satisfaire aux Equations 

aP + Ap = 
bJ? + aQ+Bp-{-Aq = 
[4] < cP + 6Q+Cp-f-Bg+Ar=0 

dP+ cQ+Cg+Br = 
cfQ -f Or = 0. 

Quatre quelconques de ces Equations dEterminent les rap^ 
pons des coefficients p, g, r, P, Q; le cinquiEme doit Etre une 
consEquence des quatre autres. Puisque quatre des Equations 
[4] Etant satisfaites, TEquation [3] se rEduit prEcisEment & la 
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cinquiime, le syst^me [4] doit admeftre une solution iaiutre 
que p = 0, ^ = 0, r = 0, P = 0, Q = 0, cl pour cela ii faut 
que le d^nominateur commun, ou determinant correspondant, 
soitnul; T^quation tlnale est done 

a A 

b a B A 

c 6 C B A ) =0, 

d c C B 

rf c 

Ic carr6 indiquant )e d^nominateur du sysl^ine des cinq Equa- 
tions du premier degr6 dans lesquclles les cinq lignes borizon- 
talcs repr/»senlent les cocfficicnls des inconnues P, Q, p, g, r. 

554. Laincthodc pr^c^dente, sir<tcilcetsi£iegantequ*ellesoit 
en th^orie, entratnc dans les applications de tr&s-grandes lon* 
gueurs. Si Ton vcul par exemplc Tappliquer k deux Equations 
de quatri^mc degre, le determinant qu'il faudra former sera le 
denominateur commun resultant de huit equations k huit in- 
connues; il se compose de 40 320 termesi Beaucoup d'entrceux 
sontyil est vrai, ^gaux k zero; mais la recherc.hed€sautres et de 
leur signc serait ui.e operation longue et p^nible, sinon diffi- 
cile. II est beaucoup plus aise d'eiiminer successivement les 
puissances de x sans en introduire de degrd plus eievfi qu6 
celles qui figurent dans les Equations propos^es. Soient deux 
Equations : 

ril i ax^+tx**-* + cx"-*+. . . + /ix + /f = 
••*J I Aa?"+Ba;"-* + Ca;"-' + Ha: + K = 0, 

on commencera par leur substituer deux Equations de degr6 
n — 1, que Ton obtient en eiiminant entre elles successivement 
la puissance a^ et le terme ind^pendant de x ; on supprimc dans 
le second cas le facteur x, qui devient commun k tous les ter- 
raes, et Ton obtient les deux Equations suivantes : 

( {kb — aB) a?**^* + (Ac — aC) rr*-»+. . . -f Afe— rrK =0 

La m6me m^thode appliqu6e k ce syst^mc [%] le remplacera 
par deux ^uations dedogr^ n — 2 ; et en continuant de la sorte, 
on obtiendra une seulc Equation de degri z6ro, r^sultat de 
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rdimination cntre les deux Equations du premier degr6 qai 
formeront le n* system?. Celtc Equation est Teqaation finale. 

Si les deux Equations propos^es ne sont pas de mSme dcgr6, 
la mithode doit 6t re legercment modifi^e ; mais cette circon- 
stance, on Ic coinprend, ne pent que la simplifier. Solent par 
exemple deux Equations, Tune de quatriime, Tautre de second 
degr^ : 

[1] C'j^ + bx* + cx^ + dx-{-e=Oy 

on fera disparattre d'abord les tennes Ind^pendanls de x^ en 
retrnnchanl T^qualion [I] mullipli^e par C, de [2] niultif>li6c par 
e; ct en supprimant dans le r(^sul(at Ic facteur x, on aura unc 
Equation de troisi^me degr^, qui, combin^e de la m6mc ma- 
niire avec [2], donncra une 6quation de second degre, ct Ton 
appliqucra aux deux dquations de second degr6 la m^thodc 
g6n6ralc indiqu6e pr6c6demment. 

5t55. On a enfin propos6 une troisifemc ni6thode,qui,comme 
les deux aulres, r^diiit toutes les Equations au premier degr6 
en y consid^rant les puissances diverscs de la lettrc oi ^liminer 
comme autant d'inconnues distinctes. Nous nommons celtc m6- 
thode, d'apres Cauchy, mdtliode abregie de Bezout. 

Soient loujours f{x) = 0, F{x) = 

deux 6qualions olg6briqucs, la preinifere de degr6 n, la seconde 
de dcgr6 6gal on inf^ricur h n; posons : 

rn f{x) = a^x''+a,x''-' + ...+an-iX + an, 

■ K?s cocfficienls dcsign^s par 6o, 64,..., bn, pouvanl 6uv, en parlir, 
C*gaux iiz6ro. 

Pour tliniiiicr aj* enlre les fiqualions [1], 6crivons-Ics sousl.i 
forme 
af^x''+aix'"^+...+n,i'=—'(Oc+f,x"^+ac+iX'-*+...+an-iX-{'0n\ 

cdi\sif;nanlle iioinbro n ou Tun quelconque des nombres infi- 
ricurs, en Irs divisaiil membreimembre, et supprimant le fac- 
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teur x% commun aux deux termes du premier membre, on 
aura 

ct, en chassant les d6nominateurs, on obtiendra une Equation 
de degre n — 1 en a?. Mais eclte Equation pent fevidemment 
prendre n formes diff6rentes, suivant la valeur atlribu6e au 
nombre c, et qui pent 6tre, nous Tavons dit, Tun quelconque 
des nombres non supferieurs a n; nous aurons done un sys- 
t^me de n Equations distincUSy de la forme 

dbnt la premiere et la derni^re sont pr6cis6ment celles que 
Ton emploie dans la mSthode pr6e6dente. ^ 

Pour diminer a?, il sufiira, dans le sysleme [2], de considirer 
X, a?^.•., 0?*-* comme aulant dlnconnues dislinctes, en expri- 
mant que toutes ces Equations sont compatibles. 

On pent remarqucr qu'en multipliant les derniers termes 
An-i50> A„.i,i,..., A„_j „.| par une mfeme inconnue nouvelle w, 
on formera un syslfeme de n Equations k n inconnues a?, a?*,.«M 
a?""S w, dont on apergoit imm6dialement la solution a? = 0, 
0?* = 0,..., u= 0, et comme elle ne pent convenir, qu'il doit 
en exisler une autre au moins pour laquelle w = 1 , le deter- 
minant du systfeme des coefficients doit fetre nul, et I'^quation 
finale est 

Aq'O ^i'% Aj,o ..• An->l)o I 

Ao'l Ai,! Aj,i ... An-1.1 . \ A 

( "> 

i 

Ao-n-l Ai-n—i Ajjft^j ... An— nn-1 J 

rSsultat beaucoup plus simple que celui oblenu [284], puisquc 
le determinant k former ne contient que n colonnes de n quan- 
titfis, tandis que I'autre, dans le mfime cas, aurait contenu 2n 
colonnBs. Or, le determinant de quatre equations k quatre 
inconnues contient 24 termes, celui de huit equations k huit 
inconnues en contient 40 320. 

Alg. sp. B. 25 
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' 0,1944 
0,2126 
0,2309 
0,2493 
0,2679 


5,1446 
4;7046 
4,3315 
4,0108 
3,7321 


1,3788 
1,3614 
1,3439 
1,3265 
1,3090 


0,2793 
0,2967 
0.3142 
0,3316 
0,3491 


0.2756 
0,2924 
0,3090 
0,3256 
0,3420 


0,9613 

0,9563 

0,9511 

0,9455* 

0.9397 


0,2867 
0,3057 • 
0,3249 
0,3443 
0,3640 


- 3,4874 
3,2709 
3,0777 
2,9042 
2,7475 


1,2915* 

1,2741 

1,2566 

1,2392 

1,2217 


0,3665» 

0,3840 

0,4014 

0,4189 

0,4363 


0.3584 
0,3746 
0,3907 
0,4067 
0,4^26 


U,9336 
• 0,9272 
0,9205* 
0,9135* 
0,9063 


0,3839 
0,4040 
0,4245 
0,4452 
0,4663 


2,6051 
2,4751 
2,3559 
2,2460 
2,1445* 


1,2043 
1,1868 
1,1694 
1,1519 
1,1345 


0,4538 
0,4712 
0,4887 
0,5061 
0,5236 


0,4384 
0,4540 
0,4695 
0,4848 
0,5 


0,8988 
0.8910 
0,8829 
0,8746 
0,8660 


0,4877 

0,5095* 

0,5317 

0,5543 

0,5774 


2,0503 
1,9626 
1,8807 
1,8040 
1,7321 


1,1170 
1,0996 
1,0821 
1,0647 
1,0472 


0.5411 

0,5585* 

0,5760 

0,5934 

0,6109 


0,5150 
0,5299 
0,5446 
0,5592 
0,5736 


0,8572 
0,8480 
0,8387 
0,8290 
0,8192 


0,6009 

0,6249 

0,6494 

0,6745* 

0,7002 


1,6643 
1.6003 
1,5399 
1,4826 
1,4281 


1,0297 
1,0123 
0,9948 
0,9774 
0,9599 


0,6283 
0,6458 
0,6632 
0,6807 
0,6981 


0,5878 
0,6018 
0,6157 
0.6293 
0,6428 


0,8090 
0,7986 
0,7880 
0,7771 
0;7660 


0,7265* 

0,7536 

0,7813 

0,8098 

0,8391 


1,3764 
1,3270 
1,2799 
1,2349 
1,1918. 


0,9425 
0,9250 
0,9Q76 
0,8901 
0,8727 


0,7156 
0,7330 
0,7505 
0,7679 
0,7854 


0,6561 
0,6691 
0,6820 
0,6947 
0,7071 


0,7547 
0,7431 
0,7314 
0,7193 
0,7071 


0,8693 

0,9004 

0,9325* 

0,9657 

1, 


1,1504 
1,1106 • 
1,0724 
1,0355* 
1, 


0,8552 
0,8378 
0,8203 
0,8029 
0,7854 


Arc. 


CosIdus. 


Sinus. 


Colangente 


Tangente. 


Arc. 



iV. B. Lea * places I la laite du chiffre 5 indiquent, qu*ea calculant & trois d^cimalet, 
on doit augmeoter le chiffre qui pr^cM. 
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